


Editorial

Resulta dificil imaginar lo que resta del siglo XXI sin tener en cuenta los invaluables aportes de la ciencia.
Sostenida sobre la base de disciplinas como la Ingenieria y las Matematicas, estd comprometida en el futuro
proximo, con la aplicacion de sus conocimientos en beneficio de la humanidad.

Consciente de esa gran responsabilidad, la Facultad de Ingenieria y Ciencias Basicas del Politécnico Granco-
lombiano ha venido desarrollando proyectos investigativos de aplicacion en campos especificos del conoci-
miento.

Asi, en esta entrega de PANORAMA, se presenta por parte del grupo de Ingenieria Industrial, un documento
que revisa los modelos teodricos para el control de inventarios, aplicable a las necesidades reales de la pyme
colombiana. Por su parte, el area de Matematicas formula una serie de aplicaciones del Algebra Booleana a la
Teoria de Modelos. Adicionalmente, un grupo de investigacion realiza una valiosa reflexion sobre los propositos
de los cursos de matematicas dictados a estudiantes colombianos recién ingresados en el sistema universitario.
Es un propésito de la Facultad de Ingenieria 'y Ciencias Bésicas, el Departamento de Investigacion y la Editorial
Politécnico Grancolombiano, el seguir estimulando este tipo de estudios. Por ello, es preciso compartir con la
comunidad académica sus resultados, pues s6lo de la socializacion, el anélisis y el didlogo, sera posible generar
nuevas inquietudes que abran campo al desarrollo de la ciencia en Colombia y que permitan ir al tanto de la
carrera cientifica del siglo que ya ha empezado.

Clemencia Camacho Delgado
Directora Departamento de Investigaciéon
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RESUMEN

El proposito fundamental de una cadena de abastecimien-
to consiste en maximizar el valor de la organizacion, al
tiempo que se satisfacen los requerimientos del cliente.
En el cumplimiento de este objetivo deben participar de
manera coordinada e integrada todos los actores involu-
crados en la cadena. Recientemente, las empresas han
comprendido que la aplicacion de buenas practicas es
sindnimo de integracion, la cual empieza por la coordi-
nacion operativa de &reas tales como compras, transpor-
te e inventarios, entre otras. La gestion de inventarios es
relevante en este proceso de unificacion, ya que refleja
tanto la inversion realizada por los duefios de la empresa,
como la capacidad de generar buenos niveles de servicio
al cliente. Sin embargo, la administracion de inventarios
puede llegar a ser una actividad muy compleja por la in-
certidumbre que la rodea y la naturaleza misma de los
productos que se gestionan. Esa complejidad puede ma-
nejarse por medio de los modelos de inventarios integra-
dos en sistemas de informacion transaccionales, llamados
“sistemas de soporte para la toma de decisiones” (SSD).
Este documento revisa los modelos teéricos para el con-
trol de inventarios que se pueden ajustar a las necesidades
reales de la pyme colombiana, asi como los elementos por
considerar para alcanzar la integracion de estos modelos
y conformar un sistema para la toma de decisiones.
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ABSTRACT

The primary purpose of a supply chain is to maximize
the value of the organization, while also satisfying the
customer’s requirements. In the fulfilling of this objective,
all those involved in the chain should participate in a co-
ordinated and integrated way. Recently, companies have
realized that the application of good practices is synony-
mous with integration, which starts with the coordination
of operational areas such as shopping, transportation and
inventory, among others. Inventory management is im-
portant in this process of unification, as it reflects both
the investment made by the owners of the company, such
as the ability to generate good levels of customer service.
However, the inventory management can become a very
complicated activity due the uncertainty that surrounds it
and the very nature of the products that are managed. This
complexity can be managed through integrated models of
inventories in information systems transactional, called
“support systems for decision making” (SSD).

This paper reviews the theoretical models for inven-
tory control that can be adjusted to the real needs of the
Colombian SME, and the elements to be considered to
achieve the integration of these models and establish a
system for decision making.
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Supply chain, inventory control, support systems for de-
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I.INTRODUCCION

El control de inventarios es uno de los temas mas comple-
josen Logisticay Gestion de la Cadena de Abastecimiento.
Con frecuencia se escucha a los administradores, gerentes
y responsables de la gestion logistica afirmar que uno de
sus principales problemas a los que se deben enfrentar es
la administracion de los inventarios. Uno de los proble-
mas tipicos, por ejemplo, es la existencia de excesos y de
faltantes. Lo interesante de este problema es que ocurre
practicamente en cualquier empresa del sector industriall,
comercial o de servicios, que manejan, de alguna u otra
forma, materias primas, componentes, repuestos, insumos
y/o productos terminados, que mantienen en inventario en
mayor o menor medida. Las causas principales para acu-
dir a la necesidad del mantener inventarios en cualquier
organizacion son las fluctuaciones aleatorias de la deman-
day de los tiempos de entrega de pedidos. Los inventarios
también surgen del desfase que existe entre la demanda de
los consumidores y la produccién o suministro de dichos
productos. Sin embargo, se pueden atenuar estas causas
mediante una o mas de las siguientes estrategias:

La obtencién de informacién precisa y en tiempo real
sobre la demanda en el punto de consumo. A mayor in-
formacion disponible oportunamente, la planeacion sera
mucho mas facil y eficaz.

La consolidacién de centros de distribucién y bodegas
para aumentar los volimenes de demanda por instalacion,
ya que mas altos volumenes de demanda conducen gene-
ralmente a menores niveles de variabilidad de la misma.

eLa estandarizacién de productos para evitar el manteni-
miento de inventarios de una gran diversidad de items que
solo difieren en aspectos menores de forma, color, condi-
cion, etc. Las caracteristicas finales del producto pueden
ser implementadas en el momento de recibir las 6rdenes
de los clientes.

*El mejoramiento de los sistemas de prondsticos de de-
manda a través de técnicas estadisticas ampliamente re-
conocidas.

*El mejoramiento de alianzas y de sistemas de comuni-
cacion con proveedores y clientes para la reduccién de

tiempos de entrega.

eLa emision de érdenes conjuntas para diversos grupos de
items con el objeto de balancear su inventario y la conso-
lidacién de despachos desde o hacia las localidades, utili-
zando instalaciones como el cross-docking

eLa reduccion de demoras a lo largo de toda la cadena de
abastecimiento, incluyendo los tiempos de transito en los
sistemas de transporte.

Debido a que las causas que generan la necesidad de man-
tener inventarios no pueden ser eliminadas totalmente, la
mejor alternativa es aplicar sistemas Optimos de gestion
y control para responder a dichas causas. El problema en
la mayoria de las organizaciones, especialmente hablando
de las pymes, radica en que los inventarios de seguridad
y sus correspondientes puntos de reordenamiento (o in-
ventarios méaximos) se determinan exclusivamente con
base en el promedio de la demanda, ignorando su varia-
bilidad.

Por lo tanto, es un error conceptual grave, definir inven-
tarios de seguridad y puntos de reorden de un item pro-
porcionalmente a su demanda promedio en forma exclu-
siva. De aqui precisamente provienen los desbalances de
inventario mencionados anteriormente. Solo en algunas
ocasiones los inventarios de seguridad y los puntos de
reorden calculados solamente con base en la demanda
promedio, coinciden con el valor éptimo obtenido como
resultado de un andlisis estadistico formal. La clave con-
siste entonces en liberar capital invertido en inventarios
de seguridad de items con baja variabilidad y distribuirlo
en inventarios de seguridad de items con alta variabilidad.
El balance de esta operacién es frecuentemente positivo
y el servicio al consumidor se puede mejorar significati-
vamente sin invertir un peso adicional en inventarios, se
puede mantener el servicio actual si es el adecuado, con
mucho menos capital invertido, o se puede disefiar una
combinacion intermedia de ambos beneficios.

La solucidn a estos problemas frecuentes de desbalance
de inventarios es la de disefiar e implementar estrategias
adecuadas de control, a través de las siguientes alternati-
vas:

eUtilizacion de sistemas adecuados de prondsticos de de-
manda, que permitan estimar con precision el patrén, el
promedio y la variabilidad de la demanda de cada item
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que se mantenga en inventario. De esta forma, los in-
ventarios de seguridad se calculan proporcionalmente a
la variabilidad de la demanda, de acuerdo con el nivel
de servicio deseado, y no proporcionalmente al promedio
de la misma. Debe minimizarse las causas frecuentes de
errores excesivos en los prondsticos, tales como la selec-
cién del modelo matematico inadecuado, la utilizacién de
datos poco confiables y de datos de ventas en lugar de
demanda, los sesgos en los pronésticos, la inclusion de
datos atipicos y la seleccion errada del periodo fundamen-
tal del prondstico.

*Medicién adecuada de los tiempos de entrega y su va-
riabilidad.

sImplementacion de la clasificacion ABC para establecer
prioridades de administracion y diferenciar los sistemas
de control de items en cada categoria.

*Definicion de los lugares mas adecuados dentro de la ca-
dena de abastecimiento donde se deben mantener inventa-
rios, y determinacion de sus niveles correspondientes.

eConsideracion de aspectos fundamentales tales como el
ciclo de vida del producto, la naturaleza del proceso pro-
ductivo en estudio y los aspectos financieros relacionados
con inventarios, tales como los plazos de pago y sus des-
cuentos asociados.

*Generacion de indicadores de eficiencia que consideren
simultaneamente todas las variables de interés. Es un
error medir el desempefio de un sistema de control de in-
ventarios por la rotacion del mismo y querer mejorarla,
incluso a costa del nivel de servicio ofrecido al cliente.

Il. POLITICAS GENERALES DE CONTROL

Al igual que cualquier tipo de sistema, los inventarios
necesitan la presencia e implementacion de una politica
confiable de control. La eleccion del sistema de control
depende de la complejidad del escenario de operacion, el
nlmero de items que se necesitan controlar, el nimero de
instalaciones donde se puede almacenar el inventario, y la
disponibilidad de la informacién en tiempo real. En este
orden de ideas, las politicas de control de inventarios se

pueden dividir en tres grandes grupos:
«Control de inventarios de distribucién
*Control de inventarios de manufactura
«Control situacional

2.1. Control de Inventarios de Distribucion

DistribucionDentro de esta modalidad de control, existen
seis politicas de control que a su vez se pueden organizar
en dos subcategorias:

*Control manual
- Sistema Two-Bin (2BS)
- Revisién Visual

*Esquemas basicos de reabastecimiento

- Punto de reorden con lotes econémicos de pedido.

- Punto de reorden con lotes dependientes del nivel de
inventario.

- Revision periddica con lotes dependientes del nivel de
inventario.

- Revision periodica con puntos de reorden y lotes depen-
dientes del nivel de inventario.

Sistema Two-Bin

Lo conforman dos locaciones o instalaciones que mane-
jenun item en particular. Cuando se agota el inventario en
una de las instalaciones, se lanza una orden para cubrir el
producto faltante, de esta manera se ve afectado el nivel
de inventario de la otra instalacién. El sistema Two-Bin
es bastante comdn en operaciones pequefias de manufac-
tura, donde una instalacion puede ser una estiba que tenga
componentes en una estacion de ensamble. Su principal
ventaja es su simplicidad, mientras que la desventaja mas
importante es la falta de confiabilidad en aquellos casos
en que los operadores no tienen la disciplina de monito-
rear los niveles de inventario.

Revision visual

En este sistema, el inventario disponible se inspecciona
de manera visual, y con base en el juicio del inspector, se
lanza la orden o el pedido de reabastecimiento para deter-
minado item. Al igual que con los sistemas 2BS, la princi-
pal ventaja es su simplicidad, la desventaja es la falta de
confiabilidad si la mano de obra es indisciplinada.



Puntos de reorden con lotes econémicos de
pedido (EOQ)

Bajo revision continua, se ordena el lote econémico de
pedido cuando el nivel de inventario alcanza el punto de
reorden. Este punto se fija teniendo como base el inven-
tario de seguridad y la demanda pronosticada durante el
plazo de entrega. La principal ventaja es que utiliza el
modelo EOQ, el cual minimiza la suma de los costos de
ordenar y almacenar. Por otro lado, la desventaja princi-
pal es la necesidad de revisar continuamente los niveles
de inventario.

Puntos de reorden con lotes dependientes del
nivel de inventario

Bajo revision continua, se lanza un pedido que correspon-
de a una cantidad variable suficiente para tener existen-
cias cercanas al nivel deseado, siempre y cuando se haya
llegado al punto de reorden. Este nivel esta afectado por
la probabilidad de incurrir en faltantes durante el plazo de
entrega de un pedido.

Revision periodica con lotes dependientes del
nivel de inventario

Cada vez que se cumple un periodo de revision, se or-
dena una cantidad de abastecimiento, que puede ser va-
riable, dependiendo del nivel que se posea de inventario.
La principal desventaja de este sistema es el exceso de
inventarios que se puede requerir para soportar esta poli-
tica. Otra desventaja aparece cuando se presenta demanda
estacional, pues aumenta la probabilidad de incurrir en
faltantes, si esta estacionalidad no es tenida en cuenta an-
tes de que se cumpla un periodo de revision.

Revision periédica con puntos de reorden y
lotes dependientes del nivel de inventario

Este sistema se diferencia con el anteriormente descrito en
que el nivel de inventario que se determina para realizar el
pedido correspondiente al punto de reorden. La principal
ventaja es que posee el costo global mas econémico de
los sistemas anteriores. Sin embargo, el esfuerzo compu-
tacional es considerable y no se justifica tal esfuerzo para
items de clase B o C.

Ill. CONTROL CONJUNTO DE ITEMS

Todos los métodos de control descritos anteriormente es-
pecialmente se refieren a un item en particular. Normal-
mente, la administracion esté interesada en el control con-
junto de varios items en forma simultanea. Esto se debe
al hecho de que dichos items pueden ser suministrados
por un mismo proveedor, 0 comparten un mismo modo
de transporte, o son producidos en las mismas maquinas o
linea de produccién.

Existen diversas ventajas cuando se realiza control con-
junto, a saber:

eAhorros en precios unitarios de compra, ya que, al efec-
tuar la coordinacién, se pueden lograr los tamafios de
orden minimos impuestos por el proveedor para otorgar
cierto descuento. Igualmente, se pueden lograr economias
de escala al utilizar medios de transporte con cierto volu-
men minimo.

*Ahorro en los costos totales de ordenamiento, ya que al
incluir mas items en una orden sencilla, es posible dismi-
nuir el nimero anual de 6rdenes.

eFacilidad de programacion, en cuanto a recepcién de ma-
teriales, inspeccién, etcétera. En efecto, muchas empresas
piensan en pedidos realizados por proveedor, en lugar de
considerar items individuales.

Por otra parte, algunas desventajas al realizar la coordina-
cién también pueden ocurrir:

Incremento en el nivel promedio de inventario, debido
a que algunos items pueden ser incluidos en una orden
antes de que alcancen su punto de reorden.

eIncremento en los costos de control, debido a la necesi-
dad misma de la coordinacion de varios items. Estos con-
sisten especificamente en los costos de revision, costos de
procesamiento, de hardware y software.

*Reduccion de flexibilidad, especialmente con respecto
de los niveles de servicio de items individuales.

3.1. Curvas de intercambio

Normalmente, la administracion de un sistema de inven-
tarios esta interesada en medidas agregadas de eficiencia,
constituidas por varios items individuales. Esta idea da
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mas informacion globalizada para la toma de decisiones.
Por ejemplo, es dificil en muchas ocasiones determinar
valores aproximados del costo de ordenamiento Sy del
costo de mantenimiento del inventario h. Por lo tanto,
se recurre a las denominadas curvas de intercambio, las
cuales rednen a varios items individuales y pueden servir
para estimar valores de S y/o h.

Considerando varios items, las medidas agregadas de efi-
ciencia mas comunes son las siguientes (generalmente
son referidas a un afio, pero puede utilizarse otra unidad
de tiempo):

*Méximo costo total anual del inventario promedio
*Maximo costo fijo total (o nimero total) de reposiciones
por afo

*Maximo valor de faltantes por afio

*Mé&xima demora permitida de 6rdenes pendientes
3.1.1. Curvas de intercambio deterministicas
Considérese los siguientes parametros y variables (asu-
mase una situacion de demanda aproximadamente cons-
tante):

S = Costo de ordenamiento, comun para todos los items.
Si este no es el caso, se puede definir un costo de ordena-
miento Si para cada item i, en $/orden

Di = Demanda anual del item i en unidades/afio

n = NUmero de items considerados en el analisis

Qi = Tamafio de pedido del item i en unidades

vi = Valor unitario del item i en $/unidad

El inventario ciclico promedio total viene dado por:

Y el nimero total de reposiciones o ciclos por afio viene
dado por:

Como se esta utilizando la cantidad éptima de pedido
EOQ para cada item, se tiene que:

Por lo tanto, al reemplazar (3) en (1) y (2), se obtiene:

Obsérvese que tanto ICPT como N dependen de la rela-
cién S/H. Mas aln, si se multiplican las dos ecuaciones
miembro a miembro, se obtiene:

Esta corresponde a la ecuacion de una hipérbola. Obsér-
vese que la expresion del lado derecho se puede calcular
facilmente cuando se dispone de los datos correspondien-
tes para todos los items agrupados. Ademas:

Por lo tanto, se puede dibujar la hipérbola y para cada
punto sobre ella calcular la relacion de S/h, la cual puede
utilizarse para estimar el valor de uno de los parametros
si se conoce el otro.
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Sistemas de produccion tipo kanban:
Descripcidon, componentes, diseno del
sistema, y bibliografia relacionada.
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RESUMEN:

El presente articulo tiene como objeto de estudio, los sis-
temas de produccién tipo ensamble (tree structure) tipo
Kanban, mono-producto, con tiempos de procesamiento
aleatorios para las estaciones que lo conforman, y con ca-
pacidad limitada de produccién para cada estacion. Adi-
cionalmente, se restringe el analisis de dichos sistemas,
para horizontes finitos de produccion. Después de una
descripcion del mecanismo de operacion de un sistema
Kanban simple, de los elementos que los componen, y
del estado del arte en sistemas de produccion tipo Kan-
ban, se propone e implementa un modelo heuristico para
determinar el nimero de kanbans, minimizando el costo
promedio del inventario en proceso.

ABSTRACT:

The present article has as study object, the Kanban type
assembly production systems (tree structure), mono-pro-
duct, with random times of processing for the stations that
conform it, and with limited capacity of production for
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I.INTRODUCCION

Kanban es un componente esencial de la filosofia de ges-
tion de operaciones JIT (just in time), la cual tiene como
orientacion bésica, la reduccién del nivel de inventarios,
mediante procesos que satisfagan la demanda en la can-
tidad, y en el tiempo requeridos. Para implementar esta
filosofia, propone la aplicacion de un sistema de control
de produccion tipo Pull, en el cual los items son produci-
dos al ritmo que se necesitan, y donde la Gltima estacion
es la que marca dicho ritmo, haciendo reposicién de las
unidades consumidas. De esta forma, una estacion pro-
duce Unicamente como respuesta a una orden de reposi-
cion inmediatamente posterior de items consumidos por
su estacion. El sistema tipo Pull méas conocido es el tipo
kanban, en el cuél las ordenes de reposicion de items con-
sumidos se transmiten a través de sefiales conocidas como
kanbans.

En su traduccion literal, la palabra japonesa kanban signi-
fica “sefial” o “tarjeta”. En el contexto de produccion, se
refiere especificamente a un sistema de sefiales visuales
de control de produccion que autoriza o dispara (trigger)
el proceso de reabastecimiento. Esta sefial de reabasteci-
miento puede tomar una amplia variedad de formas, desde
tarjetas o tableros, hasta sefiales electrénicas (e-kanban).
La decision respecto a la forma que esta sefial va a tomar
dependera de diversos factores, tales como la distancia
que tiene que recorrer la sefial, y el contenido que debe
transmitir. A continuacion se describird el funcionamiento
de este mecanismo, en su acepcion clasica, los compo-
nentes del sistema en su fase de disefio, y finalmente se
hara mencion de la bibliografia disponible hasta la fecha
sobre el tema para un estudio mas profundo.

1.1. Descripcion del sistema tipo kanban

Inicialmente, se har& precision sobre los elementos que
delimitan, o que caracterizan los sistemas de produccién
tipo kanban.

Una instalacién de manufactura esta conformada por una
serie de estaciones de trabajo conectadas entre si por rela-
ciones de precedencia en la realizacion de operaciones, y
por el flujo de items e informacion asociada con la realiza-
cion de dichas operaciones. Cada una de estas estaciones
de trabajo tiene la siguiente configuracion: un niimero de
servidores (los cuales pueden ser maquinas, operarios, 0
una combinacidn de estos) que trabajan en paralelo dentro
de la estacion, y que realizan una secuencia de actividades
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sobre los elementos que se van a procesar. Cada estacion
esta caracterizada por:

eLa distribucion de su tiempo de procesamiento.

El tamafio de lote que procesa.

*Un conjunto de estaciones predecesoras que le suminis-
tran items para procesar.

*Un mecanismo de activacion del proceso de produccion
dentro de la estacién, y otro mecanismo de activacion
para el transporte de items terminados a las estaciones
posteriores.

Cada una de las estaciones asi descritas, maneja en un
instante determinado, dos tipos de items: terminados, y
en proceso, clasificados a su vez como componentes, ma-
terias primas, ensambles o subensambles. Una vez han
sido procesados, los items terminados se agrupan en lotes
de un tamafio determinado (tamafio de lote de transferen-
cia) y son transportados a las estaciones posteriores en la
instalacién de manufactura para continuar con la secuen-
cia de procesamiento. El tamafio del lote de transferencia
dependera tanto de las caracteristicas de la estacion que
envia los items, como de la que los recibe.

A su vez, las estaciones se pueden describir bajo las si-
guientes relaciones de precedencia:

*Toda estacion que recibe items terminados tipo i, se con-
sidera posterior inmediata a i.

*Toda estacion que envie items terminados a la estacion i,
se considera predecesora inmediata de i.

Con base en las definiciones anteriores, a continuacion se
muestra el tipo de configuracion conocido como kanban
simple.

1.1.1. Kanban simple (SK)

Esta configuracion utiliza un tipo de tarjetas conocidas
como kanban de transferencia (kanban de retiro). Cada
kanban de transferencia se utiliza para comunicar la nece-
sidad de transferir un contenedor lleno de materia prima,
desde una estacion predecesora (upstream) i, hacia la si-
guiente estacion (downstream) i+1. Todas las estaciones
estan provistas de un buffer de kanbans entrantes y otro
buffer de kanbans salientes, asi como un punto de alma-
cenamiento de material entrante, y un punto de almacena-
miento de material saliente.

Al inicio de cada periodo de reabastecimiento, las tarjetas



almacenadas en el buffer de kanbans salientes de la esta-
cién i+1, se llevan al buffer entrante de la estacion i. Estos
kanbans van a actuar en la estacion i como sefiales de acti-
vacion del proceso de reabastecimiento, y se ubican en el
mismo orden en el que venian de la estacion i+1.

Assu vez, al inicio de cada ciclo de reabastecimiento y re-
tiro (withdrawal cycle), los contenedorcontenedores con
material procesado en la estacion i, son transferidos al
punto de almacenamiento de material entrante de la esta-
cién i+1 (se efectlia el proceso de reabastecer a la estacion
i+1). Notese que cada uno de estos contenedorcontenedo-
res tiene adjunto un kanban.

El proceso de produccion en la estacion i da inicio Unica-
mente cuando tenga un kanban en el buffer entrante i, y
cuando haya material disponible en el punto de almacena-
miento de material entrante de dicha estacion. Cuando se
cumplan estas dos condiciones, el proceso de produccién
iniciara, y el kanban que tiene adjunto el contenedor de
materia prima que se empieza a utilizar es retirado y ubi-
cado en el buffer saliente.

Finalmente, cuando un contenedor en i se ha completado,
se le adjunta el kanban que generé su produccién (el que
estaba ubicado en el buffer entrante i). El container com-
pleto se ubica en el punto de almacenamiento de material
saliente, para ser transferido a la estacion i+1, al inicio del
siguiente ciclo de reabastecimiento.

Il. Componentes del diseiio de un sistema
kanban

El sistema de reabastecimiento kanban puede considerar-
se como uno de los mas sencillos de entender en su filo-
sofia, pero uno de los mas dificiles de aplicar de forma
exitosa. Su efectividad depende principalmente de dos
factores: que sea disefiado para cumplir con las necesida-
des especificas del entorno bajo el cual va a operar, y que
sea implementado de forma apropiada. Es un error comin
intentar replicar de forma exacta las técnicas propuestas
por un autor determinado o las practicas exitosas vistas en
otras plantas de produccion, sin seleccionar debidamen-
te la técnica o técnicas kanban que mejor se adapten a
los factores especificos del entorno de produccion. Entre
otros factores para tener en cuenta, se pueden enumerar
los siguientes:

*Expectativas del cliente final frente a la capacidad de res-
puesta.
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eComportamiento de la demanda.

«Cantidad de partes activas en el sistema.

eUbicacién y capacidad de respuesta de los proveedores
Un sistema kanban disefiado a la medida del entorno de
produccion genera las cantidades de produccion en los
momentos en que Se requieren, y estd acompafiado por
una visible reduccion de inventario, faltantes, actividades
que no generan valor agregado, y de los costos globales
de fabricacion. Si funciona debidamente, este sistema re-
querird un menor nivel de intervencion y esfuerzo para su
funcionamiento, e incrementara el porcentaje de 6rdenes
entregadas a tiempo.

En cambio, si el disefio no es el apropiado, la brecha sub-
yacente entre el sistema de abastecimiento y los requeri-
mientos del entorno de produccion va a manifestarse en
un mayor nivel de inventario, un sobredimensionamiento
del tamafio de lote kanban, y en la aparicién de listas con
prioridad de entrega (para responder a las 6rdenes retra-
sadas que suelen aparecer).

Mecanismo de gestion de la demanda final. Este com-
ponente es vital para reducir el impacto de los patrones de
demanda no lineales que puedan afectar la eficiencia del
sistema kanban. Incluyen, pero no se limitan, a técnicas
de prondstico y de ajuste de la demanda con la capacidad
existente del sistema.

Tipo de contenedor que se va utilizar. Vienen determi-
nados de acuerdo con el tamafio y peso de los compo-
nentes, el volumen de la demanda, y la distancia entre
estaciones.

Dimensionamiento de lote kanban. Debe establecerse
teniendo en cuenta el comportamiento de la demanda, la
disponibilidad y condiciones de suministro de los pro-
veedores, asi como los tiempos de preparacion para cada
estacion.

Mecanismos de activacion. Son aquellas reglas de deci-
sion que dan pie al proceso de produccion y reabasteci-
miento de inventario entre estaciones. Su eleccion y con-
figuracion depende de la cantidad de partes, del tamafio
de la planta, y de la integracidn con sistemas MRP (cuan-
do coexisten con el sistema k.

Mecanismos de intervenciéon. Como respuesta a las va-
riaciones en la demanda, estos mecanismos se encargan

Sistemas de produccion tipo Kanban
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de ajustar el nimero de tarjetas (kanbans) que circulan en
el sistema.

Manejo de materiales. De acuerdo con estos mecanis-
mos, se pueden reducir sustancialmente los costos indi-
rectos asociados con la inspeccién y movimiento de ma-
teriales entre estaciones.

Interaccion con proveedores. Con el fin de integrar la
cadena de abastecimiento al sistema de produccion, de-
ben tenerse en cuenta como restricciones del sistema, los
tiempos de reabastecimiento (lead time) de los proveedo-
res, y el tipo de items requeridos como suministro para
iniciar el proceso de produccion.

2.1.Mecanismos de gestion de la demanda fi-
nal.

Un requisito esencial para alcanzar la eficiencia en un
sistema kanban de manufactura, es lograr que el compor-
tamiento de la demanda de productos terminados tienda
a ser lineal. Si por el contrario, el comportamiento de la
demanda es erréatico, el sistema de produccién tiende a
verse afectado de forma negativa a causa de las variacio-
nes subitas en el nivel de produccion. Problemas de cali-
dad, mayor dificultad para mantener la confiabilidad de
la maquinaria de produccion, incremento de inventario, y
de los costos de produccion, pueden ser provocados por
la ausencia de mecanismos apropiados para gestionar el
comportamiento de la demanda.

Por lo anterior, en la primera fase del disefio de un siste-
ma de produccién kanban es primordial seleccionar, tanto
los mecanismos de programacion de la produccién final,
como los mecanismos de actualizacion de los pronosticos
de la demanda.

Entre los mecanismos de programacion de la produccion
sugeridos por Raymond [39] para los sistemas kanban, se
tienen los siguientes:

*Un plan maestro de produccion (Master Production Sche-
dule), que indique las cantidades del producto final que
se va a fabricar o ensamblar en cada periodo de tiempo,
con base en las 6rdenes actuales y en las pronosticadas.
Se recomienda aplicar un MPS de suavizamiento de car-
ga (load-smoothing) el cual desarrolla una programacién
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diaria de produccién a partir de una relacion lineal entre
el prondstico para el periodo de produccion y el nime-
ro de dias habiles del periodo. Para el caso de lineas de
fabricacion multiproducto, ademas se debe determinar la
secuenciacion de productos de forma que se asegure, en
el curso del dia, un patron de demanda ciclica lineal entre
las distintas referencias a producir.

Esta alternativa se sugiere en los casos en los cuales la
demanda no tiene un comportamiento lineal, y cuando
la capacidad de respuesta del sistema supera los requeri-
mientos de demanda de los clientes finales.

*Activacion de la produccion en la ultima estacion de la
linea de ensamble, a partir de la llegada de nuevas érdenes
ePara lineas de ensamble multiproducto donde se combi-
nan productos de demanda estable (y alto volumen) junto
a otros con demanda erratica y bajo volumen de ventas,
se utiliza de forma conjunta el sistema kanban para los
productos de alto volumen, y la activacion por érdenes de
produccion para los items de demanda erréatica y bajo vo-
lumen. La prioridad para el ingreso a la celda de produc-
cién de los items de baja demanda, se asigna de acuerdo
con las expectativas de entrega acordadas por el cliente.

ePara mezclas de productos con componente estacional en
el comportamiento de su demanda, se recomienda esta-
blecer un MPS para la planeacién de la produccidn, junto
con la activacion por érdenes de produccion exclusiva-
mente para productos de bajo volumen.

Para productos altamente personalizados, la opcion mas
apropiada es la de iniciar la produccion con base en las
especificaciones de cada orden, pero generar un MPS para
la planeacion de capacidades en los modelos basicos (ge-
néricos) de la linea.

eFinalmente, para sistemas de produccion tipo taller (job
shop) con comportamiento no lineal en la demanda, se
recomienda aplicar kanban exclusivamente en los nive-
les inferiores de produccién (materias primas y algunos
subensambles y ensambles) en los cuales exista alta si-
militud.

Ahora, el segundo aspecto de importancia en el disefio de
los mecanismos de gestion de la demanda final, es el re-
lacionado con los pronoésticos y con la forma como estos



alimentan al MPS para la planeacion de la capacidad. Se
recomienda utilizar uno de los siguientes mecanismos

*Generar prondésticos que reflejen directamente las canti-
dades de cada item por periodo de planeacion. Es eficien-
te si se maneja un numero reducido de productos finales.

*Generar prondsticos en unidades monetarias, y automa-
tizar el proceso de conversion de dichos prondsticos en
términos de cada referencia y periodo de tiempo. Es reco-
mendable para sistemas que manejan un alto nimero de
referencias de producto terminado.

2.2. Tipo de contenedor que se va a utilizar

De acuerdo con el tipo de ambiente de produccidn, y con
las caracteristicas asociadas a cada producto (volumen de
demanda y costos asociados), se debe seleccionar apro-
piadamente el tipo de contenedor Kankan que se va a
utilizar. Existen cinco tipos de contenedor diferenciados-
contenedor:

«Container sencillo de cantidad unitaria (discreto). Se
utiliza para mover items que por sus grandes dimensiones
y alto costo no permiten el manejo de contenedorconte-
nedores de capacidad mdltiple. En lugar de utilizar un
contenedor fisico, el sistema kanban maneja un espacio
demarcado para la utilizacion (procesamiento) del item.

La activacion de reaprovisionamiento (triggering) se ge-
nera con base en el inventario de piezas disponibles mas
las solicitadas (on-order + on-hand). De todas las alterna-
tivas, esta es la que tiende a manejar el menor nivel de in-
ventario promedio, a causa del alto costo de los items. El
inconveniente que presenta este tipo de contenedor es que
por manejar un menor inventario promedio, la estacion a
la cual alimenta (estacién posterior) es mas sensible al ta-
mafio de lote seleccionado y pueden presentarse faltantes.
Por eso es recomendable aplicar este tipo de contenedor
a subensambles o ensambles terminados, o productos fi-
nales, mas que a partes que alimentan a otras estaciones.
Notese que el tamafio del contenedor para este caso es 1,
y que el nimero de contenedorcontenedores equivale al
tamarfio de lote kanban.

Container sencillo de capacidad total. Se utiliza para
mover y reaprovisionar items de bajo costo, en los cuales
el costo de transporte del contenedor es relevante frente
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al costo de los componentes que alberga, y por esta razon,
no hay desplazamiento fisico de contenedorcontenedores
entre estaciones. Los componentes son de pequefio tama-
fio y el tiempo de preparacion es relevante para calcular
las cantidades de reaprovisionamiento (tamafio de pedido
medido como en términos del nimero de contenedorcon-
tenedores por solicitar para reaprovisionar a la estacion a
la que sirve).

El mecanismo de activacion en este caso es el siguiente:
si el nimero de piezas disponibles mas piezas solicitadas
(inventory on-hand + inventory on-order) es inferior al
tamafio de lote kanban, se solicita un nimero de piezas
equivalente al tamafio de lote kanban. Por ejemplo, si el
tamafio de lote kanban es de 80 unidades y hay disponi-
bles 79, se hace una orden de reaprovisionamiento por
80 piezas. Es claro que este mecanismo requiere que el
conteo de inventario disponible, asi como el lanzamiento
de 6rdenes de reaprovisionamiento sea automatizado.

*Contenedores duales. Este se utiliza también para pro-
ductos pequefios, pero con la salvedad de que el tamafio de
lote kanban puede fluctuar entre periodos de planeacion.
Funciona de la siguiente forma: hay dos contenedor idén-
ticos uno detras de otro en una estacién de procesamiento.
Solo cuando el container frontal estd vacio, el container
posterior avanza y el vacio se envia a la estacion prece-
dente (o al proveedor para su reaprovisionamiento). Una
vez se ha hecho el reaprovisionamiento del container, este
se retorna a su estacion de uso.

Tal como sucede con los contenedor sencillos de capaci-
dad total, y con los contenedor triples, se maneja un ta-
mafio de lote kanban para la activacion del reaprovisiona-
miento, dado que el tiempo de preparacion en la estacion
precedente es relevante.

«Contenedores triples. Se utiliza Gnicamente para reapro-
visionamiento externo, cuando el proveedor esta ubicado
a una distancia considerable del sistema de produccion.
La activacion se genera por tamafio de lote kanban, y el
sistema funciona de la siguiente forma: hay dos contene-
dores idénticos en el punto de uso (estacion), y un tercer
contenedor vacio estd en la ubicacion del proveedor del
material para dicha estaciéon. En cuanto se vacia el con-
tenedor frontal, este inicia la activacion de la orden hasta
que se alcance el tamafio de lote kanban. La sefial de ac-
tivacion se hace de forma electrdnica o (EDI, Extranet o

Sistemas de produccion tipo Kanban
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FTP, entre otros) de forma que el kanban de produccién
(el tercer P-kanban vacio que esta en la ubicacion del pro-
veedor) se activa sin que haya demora de transporte del
primer contenedor vacio desde la estacion hacia el fabri-
cante de material.

*Multiple manejo de tarjetas en el sistema de contene-
dor. Esta configuracion utiliza dos o tres tipos de tarje-
tas, que prestan diferentes funciones para la activacion de
procedimientos en sistemas con multiples contenedores.
A continuacion se describen ambas variantes:

-Enfoque clasico de tres tarjetas. Se maneja una tarjeta
de produccién (P-kanban), una tarjeta de retiro de ma-
terial (T-kanban), y una tarjeta para proveedores (S-kan-
ban). Las tarjetas de produccion generan en las estaciones
precedentes el proceso de produccion y reabastecimiento
de un nuevo contenedor. Una vez el container esta lleno,
hasta que no haya una T-kanban (withdrawal kanban) no
se efectla su transporte hasta el punto de uso. Las tarjetas
para activacién de reabastecimiento por parte del provee-
dor 0 S-kanban indican adicionalmente el ciclo de entrega
(namero de entregas/frecuencia de entrega/nimero de pe-
riodos durante los cuales esta activo el reabastecimien-
to).

-Enfoque de dos tarjetas. Para el manejo interno en la
planta, cada parte o pieza tiene asignados dos tipos de
tarjeta: P-kanban y T-kanban.

Cualquiera de los mecanismos mencionados anteriormen-
te tiene como objetivo basico el control de forma separa-
da, del nUmero de tarjetas tipo P y tipo T que circulan por
el sistema. El anterior modelo sigue la recomendacién de
Ardalan de que las partes requeridas por una T-kanban
deben ser producidas primero que las requeridas por las
tarjetas de produccion (una T-kanban representa una or-
den mas urgente que la activada por una P-kanban).

2.3. Implementacion de los mecanismos de
activacion (triggering)

De acuerdo con el nimero de referencias y partes por
manejar, su tamafio y peso, y al tipo de configuracion de
produccion, se tienen las siguientes alternativas para la
implementacion de los mecanismos de activacion:

*Activacién manual, o activacion por tarjetas. Aplica-
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ble para sistemas con una cantidad limitada de partes, un
tamafio relativamente pequefio de planta, y proveedores
locales. No se recomiendan para contenedores sencillos
(discretos y de capacidad total) a causa de los célculos
y controles que estos requieren para la activacion de una
orden

*Activacion automatizada. Elimina actividades asocia-
das con el proceso manual de activacion, ya que estas no
agregan valor al producto final. Es ideal para sistemas
complejos o con gran nimero de referencias y se acom-
pasa con relativa facilidad a entornos que operan bajo una
mezcla de items producidos bajo kanban y MRP.

*Metodologia de emision. Para items de alto costo y/o
tamafio, se recomienda que el inventario disponible que
mantiene cada estacion sea consumido durante el periodo
de produccién. La orden se emite de forma que el reabas-
tecimiento sucede en el punto de uso en el instante preciso
en el cudl se requiere su ensamble (y no antes como puede
pasar con las otras metodologias, en las cuales si hay una
cantidad predeterminada de inventario disponible).

*Activacion por tableros o por cartas kanban. Simpli-
fica la aplicacion cuando el tamafio o peso del articulo
favorece el uso de tableros en lugar de otros instrumentos
que se fijan directamente al producto.

*Activacion por kanbans visuales. Es conveniente cuan-
do hay proximidad entre las estaciones (proveedora y
usuaria de los items). EI mecanismo de transporte tam-
bién puede hacer las veces de kanban visual (banda trans-
portadora, por ejemplo).

2.4. Dimensionamiento del lote kanban

Finalmente, el tamafio del lote kanban esta asociado de
forma directamente proporcional, con la demanda espe-
rada en el periodo de produccion (diaria, por hora, o por
turno de produccion), asi como con el tiempo de reaprovi-
sionamiento de la estacion precedente (mas el inventario
de seguridad, expresado en unidades de tiempo como una
fraccion del periodo de produccion).

Por ejemplo, si la produccion planeada para el periodo
de produccion (dia) es de 160 unidades, el sistema opera
durante 8 horas diarias, y el lead time de la estacién que
alimenta a un contenedor es de una hora, se requiere que



el tamafio del lote, por lo menos, sea de 20 unidades, mas
las unidades que se estimen de acuerdo con el inventario
de seguridad asociado con la estacion precedente.

Ahora, dividiendo el tamafio de lote kanban entre la capa-
cidad estandar del contenedor (standard container quanti-
ty) se calcula la cantidad de pedido kanban, la cual se ex-
presa en términos del nimero de contenedores. De modo
que, para estaciones que operan con un solo contenedor
discreto, el tamafio de lote equivale al nimero de contene-
dores unitarios que puede albergar (el movimiento entre
estaciones tiene una cantidad de pedido igual a uno). En
cambio, la cantidad de pedido kanban en los mecanismos
de contenedores restantes (contenedor sencillo de capaci-
dad total, doble, triple o mdltiple), esta ligado al tamafio
estandar de cada contenedor.

lll.Estudios publicados sobre el analisis y de-
scripcion de los sistemas kanban

Dado que existe una amplia bibliografia relacionada con
los sistemas de produccion tipo Pull, entre ellos los siste-
mas tipo kanban (con sus diversas variantes), es importan-
te resaltar que los articulos de investigacion disponibles
a la fecha, se pueden clasificar dentro de cuatro catego-
rias bien diferenciadas. La primera de ellas corresponde
a aquellos estudios en los cuales se parte del supuesto ba-
sico que los tiempos de procesamiento y de llegadas de
materia prima al sistema, son conocidos y con varianza
cero. Estos modelos, de tipo deterministico, conforman
la mayor parte de la bibliografia disponible en cuanto a
modelos de sistemas de produccion acordes con la filo-
sofia JIT.

Un segundo grupo corresponde a aquellos estudios que
han incluido el modelaje de los tiempos de llegadas y/
o0 servicios al sistema, a partir de distribuciones de pro-
babilidad de diversa complejidad. En esta categoria se
trabaja el problema inicialmente con distribuciones tipo
exponencial o Erlang, y en algunos casos a partir de ca-
denas markovianas simples. En la bibliografia revisada
hasta el momento ningun autor cita las distribuciones tipo
fase para el modelaje del sistema, a pesar de que estas
distribuciones presentan ventajas desde el punto de vista
geométrico matricial para los célculos de las medidas de
desempefio, y que pueden representar virtualmente cual-
quier tipo de distribucion asociada con el comportamiento
real del tiempo de proceso de una maquina en un sistema
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tipo ensamble. Este grupo incluye lo que se conoce como
modelos estocasticos o probabilisticos.

En una tercera categoria, aparecen con mayor frecuencia
en los afios mas recientes, diversos articulos que propo-
nen modelos de simulacién para comparar el desempefio
de los sistemas tipo ensamble bajo distintas condiciones
de operacidn. A diferencia de los modelos anteriores, en
estos estudios no se optimiza el desempefio, ya que no
se propone una formulacién matematica cerrada para el
sistema.

Finalmente, un pequefio porcentaje de los articulos en-
contrados se enfocan o bien en describir las generalidades
y los aspectos cualitativos de los sistemas de produccion
tipo kanban, o en realizar una revision de articulos orien-
tados a aspectos especificos, como la implantacion del
sistema JIT y kanban en las empresas en Occidente. A
continuacion se resaltan los aspectos mas relevantes de
los articulos disponibles en la bibliografia, en orden cro-
nolégico:

Ohno(1977) hace una descripcion cualitativa del sistema
kanban introducido por él mismo en Toyota, y describe
las caracteristicas distintivas de este sistema frente a los
propuestos para sistemas tipo Push: la produccion JIT,
orientada a fabricar los productos indicados en las canti-
dades precisas y los periodos necesarios de tiempo; vy el
respeto por el ser humano, bajo el cual todos los operarios
puedan desarrollar al maximo sus capacidades a través de
la participacién activa en el mejoramiento de las opera-
ciones.

Burns (1978) investiga el proceso de respuesta dinami-
co de una cadena de suministro multietapa, con reglas de
decisién individuales para cada etapa, frente a un modelo
que ajuste problemas de “falsas 6rdenes” generados con
las reglas de decisidn individuales. Ambas propuestas son
evaluadas con un modelo de simulacion.

Tabe y otros (1980) modela la variabilidad en las cantida-
des por movilizar entre etapas en un sistema tipo kanban
multietapa, basandose en prondsticos frente a las fluctua-
ciones de la demanda, de forma que se reduzcan las varia-
ciones del nivel de inventario en cada etapa.
Schonberger (1983) presenta las aplicaciones de las técni-
cas de kanban de tarjeta sencilla y tarjeta dual, y compara
dichos sistemas frente a los tradicionales MRP, punto de
reorden y otras técnicas de reabastecimiento continuo. Se
hace énfasis en el modelo kanban dual.

Huang (1983) resalta la importancia del ambiente bajo el

Sistemas de produccion tipo Kanban
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cual se va a implantar un sistema kanban y realiza una
simulacion para un sistema multilinea y multietapa para
determinar su capacidad de adaptacion a los ambientes
de produccién occidentales. Se modelan los problemas de
balance entre las distintas etapas de produccion.

Davis (1985) desarrolla un estudio sobre las dificultades
que se presentan al momento de proponer un modelo de
optimizacion discreto, que no captura con facilidad el
comportamiento estocastico de diversos elementos de un
sistema tipo kanban. Se desarrolla una estrategia de con-
trol para un fabricante de puertas bajo pedido, combinan-
do simulacion y optimizacién discreta.

Bitran y Chang (1987) proveen una formulacion entera
no lineal para un sistema de produccion de ensamble tipo
arbol, multietapa, de un solo item, de tipo deterministico.
Esta formulacion asume un tiempo cero de transporte y
periodos finitos de planeacion, para calcular el minimo
ntmero factible de kanbans. EI modelo inicial se transfor-
ma en un modelo de tipo lineal, en el cual no hay ningdn
tipo de incertidumbre en los parametros modelados.
Philipoom (1987) hace un andlisis comparativo de las
caracteristicas presentes en las compafiias japonesas que
han implantado los sistemas de produccion tipo kanban,
y resalta que dichas caracteristicas no estan presentes en
casi ninguna firma occidental. Concluye que, sin un am-
biente apropiado de produccion, la implantacion de JIT
es poco probable que alcance los objetivos propuestos.
Resalta los factores que influyen en el nimero de kan-
bans requeridos por estacidn en un entorno de produccion
occidental: el Throughput; los coeficientes de variacion
de los tiempos de procesamiento y la utilizacion de las
maquinas. El impacto de estos factores se analiza a través
de un modelo de simulacion.

Krajewski y otros (1989) delimitan diversos factores
esenciales para alcanzar la efectividad con sistemas tipo
kanban en empresas japonesas. Los diversos niveles asig-
nados a cada planta bajo estudio fueron incluidos para
realizar los ajustes de configuracion en un modelo de si-
mulacién de los sistemas de produccién. A partir de una
variacion en dichos ajustes de configuracion, se demues-
tra que mientras kanban mejora el desempefio en muchas
plantas, existe un grupo de plantas con un comportamien-
to similar al de las fabricas en los EUA, para los cudles
la simulacion arroja pésimos resultados en términos de
desempefio. Se concluye después de variar los niveles de
inventario y de confiabilidad de las maquinas, que estos
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factores no tiene un impacto tan elevado como el ambien-
te de manufactura seleccionado, en el desempefio del sis-
tema.

Sarker (1988) trata mas a fondo el efecto del desbalance
entre los tiempos de operacidn de las etapas que confor-
man un sistema de produccion JIT, a través de un modelo
de simulacién.

Gravel y otros (1988) muestran que el método kanban
puede adaptarse para su aplicacion en sistemas tipo jobs-
hop. Dicha adaptacion se implementa y aprueba de forma
intensiva por medio de simulacion.

Villena (1988) examina un sistema de ensamble tipo arbol
en el cuél diversas lineas de subensamble alimentan una
estacion final. En la asignacion de la carga de trabajo en
las estaciones, se propone reducir los efectos generados
por la variabilidad en los tiempos de operacion. Se propo-
ne uno de los diversos métodos de desbalance para redu-
cir la variabilidad e incrementar el Througput del sistema,
y se compara dicha productividad frente a la obtenida por
sistemas perfectamente balanceados. Se analiza también
el efecto del tamafio permitido para el buffer entre esta-
ciones respecto a la mejora en la productividad.

Funk (1988) discute algunos problemas asociados con el
modelaje de manufactura JIT, y describe algunos mode-
los sencillos de costos de inventario para evaluar estrate-
gias de reduccion de costos en un sistema de ensamblaje
(PCB).

Gupta(1989) utiliza un modelo de simulacion dindmico
para investigar las caracteristicas Unicas de los sistemas
kanban, bajo la presencia de factores exdgenos al siste-
ma.

En Uszoy (1990), se realiza una revision de los modelos
tipo Kanban basados en sistemas de un solo item, y se
proponen futuras direcciones para la investigacion de sis-
temas multi item, procedimientos de solucién heuristica,
andlisis por escenarios y otros ambientes menos conven-
cionales.

Hopp & Spearman(1990) describen un sistema de produc-
cién novedoso para su época: el sistema tipo CONWIP.
Se muestran las ventajas de este sistema frente a otros
sistemas tipo Push y tipo Pull de forma teérica y a través
de simulacién.

Onvural(1990) realiza una revision minuciosa de los dis-
tintos tipos de redes cerradas con bloqueos, entre los cua-
les se encuentran los sistemas tipo Kanban. La revision
esta asociada a redes cerradas con colas finitas.
Graham(1992) desarrolla un modelo Markoviano de esta-



do estable para calcular el nimero de kanbans en la etapa
de control de los procesos que alimentan a las lineas de
ensamblaje, el cual, combinado con una politica de con-
trol del namero de kanbans, reduce el inventario y mejora
el desempefio frente a los sistemas Kanban tradicionales.
Berkley(1993) establece un método para calcular los mi-
nimos niveles de desempefio requeridos para garantizar
una tasa deseada de produccion. Con base en esos niveles
de desempefio, se resuelve el problema de calcular el nu-
mero de kanbans en cada estacion.

Chang (1994) plantea una function objetivo multi-atribu-
to que de forma simulténea busque minimizar el tiempo
de ciclo, el costo de operacién y las pérdidas de capital,
al optimizar el nimero de kanbans y de tamafios de lote.
Se propone un algoritmo de recocido simulado frente al
algoritmo multi-atributo, y se aplica un heuristico para
mejorar el desempefio del algoritmo propuesto. Igual-
mente plantea en otro estudio del mismo afio un modelo
de simulacién en el que obtiene que el sistema Kanban
genérico supera en desempefio a los sistemas CONWIP.
Chao(1995) propone un método de prioridad-K para li-
neas de produccion no seriales con diferentes prioridades
para sus productos. Utilizando un proceso de decision
markoviano y conceptos de programacion dindmica, se
desarrolla y se resuelve un modelo para sistemas Kanban
con prioridades, el cual mejora el desempefio frente a re-
glas de colas tipo FCFS.

Price(1995)et.al. resalta la importancia de la seleccion
del nimero de kanbans a utilizar, asi como el tamafio del
lote-kanban, y propone un modelo de optimizacion para
determinar el nimero 6ptimo de kanbans en un taller de
ensamble y se comprueba que existe una relacién entre el
makespan de una orden y el nimero de kanbans para el
taller de ensamble.

Huang(1996) actualiza la revision de los estudios dispo-
nibles para el célculo del nimero de kanbans, bajo los
enfoques deterministico, probabilistico y de simulacion.
Hemamalini(2000) et.al. plantean un algoritmo heuristico
para calcular los tamafios de contenedor, su cantidad, y
la programacién de los mismos para controlar el material
entre estaciones y el nivel de operacion en cada estacion.
El algoritmo calcula el tamafio de los contenedor para mi-
nimizar las tardanzas ponderadas de los contenedor y de
las ordenes de produccion. Se generaron problemas alea-
torios de diversos tamafios para evaluar el desempefio del
heuristico.

Suri(2003) establece un sistema hibrido push-pull para el
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control de produccién que combina los aspectos de los
sistemas kanban con los tradicionales MRP. Se muestran
las mejoras obtenidas con este nuevo sistema frente al
throughput, la reduccion del WIP'y los tiempos de aprovi-
sionamiento, asi como el incremento en el porcentaje de
entregas dentro de los plazos establecidos.

Finalmente, Matta(2005) desarrolla una metodologia para
evaluar el desempefio de sistemas kanbans multietapa que
funcionan con diferentes politicas de control. Se utilizan
para ello diversas técnicas de redes de colas, aplicadas a
sistemas de ensamble independiente versus sistemas de
ensamble simultaneo. Matta propone una politica de con-
trol apropiada en la fase de disefio del sistema, en la cual
los resultados se validan a través de simulacion.

Sistemas de produccion tipo Kanban
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RESUMEN

Los supuestos que la Educacion Superior en Colombia
asume respecto de la formacion basica que en mate-
maticas deben poseer los aspirantes a ingresar en sus
aulas, distan de la realidad intelectual del estudiante
promedio.

La universidad ha hecho intentos, - usualmente coyun-
turales -, por subsanar las carencias de los estudiantes,
pero en general no se han alcanzado los propositos de
nivelar al estudiante a las exigencias del ente superior.
Se propone una Vvision de caracter estructural de la pro-
blematica, con objeto de lograr que un estudiante de
primeros semestres reelabore comprensivamente una
nocion de matematicas y por consiguiente, soporte ade-
cuadamente los procesos de abstraccion y generaliza-
cién que le propone el plan de estudios de su carrera.
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ABSTRACT

The assumptions that Higher Education in Colombia as-
sume with respect to the basic formation that the candida-
tes must have in mathematics when entering the classro-
oms are away from the intellectual reality of the average
student.

The university has tried - usually circumstantially - to
repair the students’ lacks; however, in general the objec-
tives have not been reached with respect to the terms of
placement of the students regarding the requirements of
the institution.

We propose a structural vision of the issue in order to
make a freshman learn comprehensively a notion of ma-
ths. Therefore, this student will be able to support correc-
tly the abstract and general processes proposed by the
plan of studies of his/ her career.
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ACERCA DE LA FORMACION MATEMATICA
EN LA EDUCACION SUPERIOR.

La formacién matematica que se proponga a un estudiante
de la educacion superior, debe ajustarse a las exigencias
de una sociedad en evolucién constante y que requiere de
respuestas eficaces a los interrogantes que plantea a sus
integrantes. Por lo tanto, sin dejar de lado los contenidos
tradicionales de las matematicas, que han hecho parte de
los planes de estudio de la escolaridad superior, es nece-
sario que el desarrollo de habilidades y capacidades mate-
maticas esenciales sea explicito en los procesos escolares
y se convierta en foco de atencién y realizacion de las
labores de difusion del conocimiento matematico.

Entre las destrezas que se deben desarrollar en un ciuda-
dano en formacién cabe sefialar: el planteamiento y solu-
cién de problemas, el desarrollo de pensamiento y razo-
namiento matematico, la simbolizacién y argumentacion,
la modelizacion y representacion, y el establecimiento de
conexiones con otras areas del conocimiento.

Para alcanzar una vision acerca de las maneras como la
Educacion Superior puede responder a los desafios res-
pecto de la formacién matematica de un egresado de sus
aulas, es pertinente reconocer diversos puntos de vista
acerca de concepciones de la actividad matematica. Una
de tales visiones la provee Miguel de Guzman cuando
afirma que “ La matematica es una exploracion de cier-
tas estructuras complejas de la realidad que, mediante un
proceso de simbolizacion adecuado de los objetos a los
que se acerca y mediante una manipulacion racional rigu-
rosa de ellos, se dirige hacia un dominio efectivo de dicha
realidad”. (De Guzman, 1998, Pag. 332).

El estudio de diversas formas de la complejidad de la rea-
lidad, segtin el mismo De Guzman, corresponde al trabajo
historico de la matematica. Basta mirar las aproximacio-
nes tradicionales a la cantidad y la forma que dieron ori-
gen a la aritmética y a la geometria. La atencidn sistema-
tica que el individuo dirige hacia diversas formas de la
realidad, permite que otras areas del conocimiento mate-
matico sean desarrolladas: el algebra, la probabilidad, la
I6gica entre otras.

Desde esta perspectiva, cualquier individuo debe enfren-
tar la complejidad de la realidad, como un requisito para
ejercer dentro de la sociedad. El sistema escolar ha sido
encargado por la sociedad de proponer acciones que po-
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sibiliten en el individuo comprensiones y elaboraciones
acerca de dicha realidad. Las matematicas de la escola-
ridad se convierten en el espacio natural donde se acerca
al ciudadano en formacion, a la reflexion sobre los ele-
mentos de la realidad fisica 0 mental de la que habla De
Guzman. Por lo tanto, el sistema escolar y en particular
la Educacion Superior deben proveer al estudiante de una
formacion de calidad que lo habilite para confrontar los
retos que la realidad impone, sin importar la complejidad
de dicha realidad.

Otra concepcion del significado de la actividad matema-
tica muestra el caracter amplio de ella, cuando se sefiala
que: “La matematica es una ciencia exploratoria que busca
comprender cualquier tipo de patrén, patrones que ocurren
en la naturaleza, patrones inventados por la mente huma-
na e incluso patrones derivados de otros patrones.”(Steen,
1999, pag. 35). Luego, su estudio en la escolaridad debe
constituirse en una experiencia de amplio recorrido sobre
la cotidianidad fisica o mental del individuo, con objeto
de caracterizar y lograr comprensiones sobre regularida-
des, variaciones y situaciones afines a los patrones.

En suma, la experiencia matemética que se viva en la
Educacion Superior debe contribuir en la formacion del
profesional, a la comprension de mundos sometidos a
fluctuaciones que no necesariamente obedecen a compor-
tamientos sefialados por la tradicion o por la historia de la
evolucidn de las ideas.

PROBLEMATICA DE LOS CURSOS DE MATE-
MATICAS EN LOS PRIMEROS SEMESTRES
DE PROGRAMAS DE FORMACION PROFE-
SIONAL

La formacion matematica en la educacion superior en Co-
lombia esta sometida a tensiones propias de supuestos que
se hacen respecto de la formacion basica de los estudian-
tes que ingresan a este nivel de formacidon y de exigencias
respecto de la calidad de los egresados del sistema.

En cuanto a los supuestos, es usual asumir que un estudian-
te que ingresa a la universidad cuenta con conocimientos
disciplinares minimos y con herramientas intelectuales
basicas que lo habilitan para abordar los procesos de de-
sarrollo de pensamiento que le plantea su nueva experien-
cia escolar. Sin embargo, la realidad parece contradecir



este supuesto en cuanto se refieren experiencias de do-
centes de matematica que caracterizan la formacion del
estudiante que ingresa.

Un estudio en la Universidad del Valle sefiala que al mis-
mo tiempo con estudiantes de buena formacion matema-
tica, se encuentran en el primer semestre de Ingenieria,
estudiantes que por su deficiente formacion matematica
corren el riesgo de abandonar la universidad o permane-
cer en ella durante lapsos a todas luces de inconveniencia
social. (Robledo, 2005). Una encuesta a profesores de la
Universidad Nacional de Medellin sefialaba, en 1999, la
seria preocupacion por la “deficiente formacién matema-
tica en primaria y secundaria” que redunda en los resul-
tados de los estudiantes y esto “a pesar de los filtros del
examen de admision” (Cossio, 1999). Un articulo que
“realiza reflexiones sobre las causas del bajo aprovecha-
miento estudiantil en el curso de Matematicas 1” (Pos-
so, 2005), afirma “que el problema no es unico de esta
universidad” y lo caracteriza en términos de la diferen-
te formacién matematica de los recién ingresados como
producto de la diferente cantidad de horas semanales de
dedicacion a matematicas en sus colegios.

La problematica es de alta sensibilidad en los medios aca-
démicos a tal punto que en el afio 2005 en la Universidad
ICESI de Cali, se desarroll6 el evento “Matemaéticas: Del
bachillerato a la universidad”, cuyo objetivo general ex-
presa: “Propiciar un espacio en el cual los responsables
del area de Matematicas, de nivel universitario y de educa-
cién basica y media, compartan experiencias, inquietudes
y propuestas relacionadas con el desempefio académico y
el nivel de conocimientos y competencias en matemati-
cas, de los estudiantes del primer semestre universitario,
frente a los estandares basicos de calidad en matematicas
para la secundaria establecidos por el MEN”.

Actualmente, las exigencias respecto de la calidad de la
formacion de los egresados de la educacién superior, se
describen en términos de una insercion efectiva del nuevo
profesional en el entorno laboral. Descripciones de este
orden se denominan competencias y muchas de ellas se
relacionan con la formacion matematica del egresado.
Entre otras se indican: capacidad de analisis y sintesis,
toma de decisiones, habilidad para trabajar en forma au-
ténoma, resolucidn de problemas.

Estas declaraciones que tienden a convertirse en estan-
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dares regionales (Europa) con posibilidad de expansién
mundial (Tuning, 2003), apenas comienzan a permear la
universidad latinoamericana y causan controversia res-
pecto de su impacto en la difusion del conocimiento en
la universitadad, pues no tienen adn el respaldo de los
gobiernos del area y por tanto, no se han convertido en
puntos de referencia del quehacer académico (Tuning
América Latina, 2007). Sin embargo, en espacios acadé-
micos empieza la discusion acerca de los significados de
curriculos por competencias, discusion que de hecho pro-
blematiza también los entornos escolares, donde se orien-
tan procesos relacionados con la actividad matematica.

La problemética que concurre en el aula de la clase de
matematicas de los primeros semestres, es compleja, pues
su actividad se ve influida por las experiencias previas de
los estudiantes, pero a la vez debe influir en la formacion
que empieza a asumir dicho estudiante. Las soluciones
propuestas por las instituciones universitarias, con el fin
de posibilitar que los estudiantes adquieran los conoci-
mientos matematicos necesarios para cursar una primera
asignatura de matematicas, en general plantean:

eLa formulacion y desarrollo de cursos cortos, previos al
ingreso del estudiante a las aulas donde se efectta “un
repaso” de los contenidos que requiere el estudiante como
anteriores al primer curso de matematicas.

La participacion del estudiante en un curso semestral
“anterior” al primer curso regular de matematicas donde
se “logre la nivelacion” del estudiante, es decir donde el
estudiante demuestre dominio sobre nociones previas al
curso.

*El uso de cursos virtuales, que permitan una aproxima-
cién a los requerimientos minimos para cursar la primera
asignatura de matematicas, en un programa de estudios.
*El manejo de una parte del tiempo que se asigna a una
asignatura de matematicas, para “revisar” los conoci-
mientos anteriores que son requisito para el curso que se
toma.

eLa utilizacion de apoyos pedagdgicos (monitorias, ase-
sorias, etcétera) que ayuden al estudiante a identificar sus
carencias en términos de conocimientos necesarios para
el curso y le oriente sobre posibles formas de acceso a
estos conocimientos.

Estos intentos de solucién son propios de programas de
estudio donde las matematicas son esenciales en el pro-
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ceso de formacion del profesional, como es el caso de las
carreras de ciencias basicas y las ingenierias. Los resulta-
dos no parecen ser los esperados, pues docentes de cursos
posteriores a un primer curso de matematicas, perciben
que la formacién matematica basica de los estudiantes no
se acerca a las cada vez mayores exigencias intelectuales
que imponen los procesos de desarrollo de pensamiento
en cuanto a mayor generalizacion y abstraccion.

En programas donde las matematicas desempefian un pa-
pel de menor relevancia en la formacion, se han asumido
parcialmente algunas de las soluciones que se han descri-
to, o se han tomado caminos que podrian calificarse de
extremos. Tal es la situacidon de programas de estudios
que reducen sensiblemente el nimero de asignaturas de
matematicas que tradicionalmente hacian parte de sus
mallas curriculares, o de programas que proponen cursos
de matematicas cuyos contenidos son los mismos de la
Educacién Basica, 0 aun programas que consideran fac-
tible prescindir de materias de matemaéticas en sus planes
de estudios.

Un problema adicional parece sumarse a los anteriormen-
te referidos: se considera en varios entornos escolares
que la politica mundial de cobertura en educacion afecta
la calidad de la misma, y en particular, la que tiene que
ver con la formacién en matematicas. Hasta hace pocos
afios el sistema de educacion superior se caracterizo por
la selectividad de sus estudiantes. Rigurosos examenes
de seleccidn garantizaban que a sus “aulas” Unicamente
ingresaran los mejores egresados de la educacion basica
y media (esto sigue siendo cierto en muchas de nuestras
universidades). Por lo tanto, el supuesto de la buena for-
macion bésica de los nuevos estudiantes no tenia discu-
sion. El examen de admision cumplia sus propésitos.

Pero, las nuevas concepciones alrededor de una sociedad
que funda sus quehaceres en el conocimiento, exigen ac-
ciones coherentes en el sistema escolar. Por lo tanto, se
pregona el acceso a la educacidn superior por parte de sec-
tores amplios de la poblacidn, como uno de los soportes
de dichas concepciones. Las cifras mundiales, regionales
o0 locales lo corroboran. En el mundo, entre el afio 1990
y el 2005 el numero de estudiantes matriculados en pro-
gramas universitarios de pregrado se incrementé en 48%
aproximadamente. En América Latina esta cifra es cer-
cana al 43% y en Colombia es del orden del 40%. (EFA,
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2008). Un factor que ha incidido en este repunte es el rela-
cionado con los subsidios estatales para estudiar, o con las
facilidades que ofrece el sector financiero para adelantar
estudios superiores. Al margen vale la pena anotar, que
a pesar de estas cifras positivas, el sistema de educacion
superior en el mundo apenas acoge (al término del afio
2005) en promedio al 24% de la poblacion en posibilidad
de acceder a sus aulas.

Para el caso de Colombia, es comdn la apreciacion de que
el volumen de estudiantes que ingresa a las aulas univer-
sitarias no llena las expectativas del sistema en cuanto
a requisitos minimos de ingreso. Se menciona que esta
“universalizacion” de la educacion superior ha contribui-
do a acentuar problematicas de adaptacion y permanencia
dentro de la institucion universitaria y que la situacion
en cursos de matematicas es todavia mas algida pues los
porcentajes de desercién o pérdida de primeros cursos son
los més elevados.

Los interrogantes respecto de la formacién matematica de
los futuros profesionales que requiere el pais, saltan a la
vista. ;Coémo posibilitar que los estudiantes que ingresan
a las aulas universitarias alcancen niveles de desarrollo
de pensamiento compatibles con las exigencias sociales
en términos de formacion? ;Como asumir el reto que se
plantea a la universidad respecto de la diversa formacion
matematica que tienen los recién ingresados a las aulas y
de la necesidad de alcanzar niveles minimos de conoci-
mientos, destrezas y competencias en matematicas, que
les permita abordar procesos de formacién basica en ma-
tematicas? Coémo plantear y ejecutar acciones que pro-
muevan en el estudiante que ingresa a la universidad una
cultura de esfuerzo intelectual como base de su proceso de
aproximacion al conocimiento en términos de formacion
matematica? Cdomo conciliar las politicas de cobertura
y culminacion de procesos formativos en educacion con
las politicas de calidad en la formacion matematica de un
egresado de la educacion superior?

CONCEPTUALIZACION DE UNA ACTIVIDAD
DE REELABORACION DE UNA NOCION EN
MATEMATICAS.

Las respuestas a la problematica descrita - lo que parece
suceder en los escenarios de los cursos de matematicas de
primeros semestres en la universidad - se han caracteriza-



do por un manejo desde la tradicion de la ensefianza de la
matematica en el nivel superior.

Se parte del supuesto de que la educacién basica ha asu-
mido su trabajo con las matematicas escolares en térmi-
nos de procesos tales como: acercar a los estudiantes a la
manipulacion de objetos matematicos, por ejemplo, los
conjuntos numeéricos y las operaciones entre sus elemen-
tos; o aproximar la identificacion y uso de propiedades
comunes que subyacen a la manipulacién referida; por
ejemplo, las propiedades de las operaciones.

Otro supuesto asume que en términos de destrezas y com-
petencias se ha hecho una labor con los llamados proce-
sos basicos de aprendizaje en matematicas: resolucion de
problemas, razonamiento y argumentacion, comunica-
cién, modelacion (Lineamientos curriculares, 1994).

Por lo tanto, se infiere que el desarrollo de un curso de
matematicas de primeros semestres en la universidad
se centra en la identificacion y usos de estructuras que
cobijan los objetos de estudio en las matematicas de la
educacion basica y media. El acercamiento a estas estruc-
turas y sus propiedades, debe entonces ser el camino que
posibilite un desarrollo de pensamiento de mejor nivel de
elaboracion y abstraccion, con las consecuencias sobre un
mayor desarrollo de pensamiento.

Desde es perspectiva, las propuestas de “nivelacion” en
matematicas, se centran en un recorrido por los conteni-
dos disciplinares de la educacion basica, en una intensi-
dad variable como se describi6 en otro aparte. La espe-
ranza implicita del planteamiento es, que la revision que
se hace a las tematicas, ayuda a superar carencias, llenar
“vacios”, y provee una metodologia de estudio en mate-
maticas. La realidad supera claramente las expectativas
que se generan con estos intentos, pues los supuestos res-
pecto del dominio de los aspectos manipulativos de una
nocion, o del reconocimiento y uso de aspectos comunes
a las nociones, no hacen parte del bagaje intelectual del
estudiante promedio que en la actualidad accede a las au-
las universitarias.

El dilema que se suscita es complejo: por una parte, no es
posible considerar que la manera de recuperar al estudian-
te para la experiencia matematica, sea plantearle el devol-
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verse a realizar el trabajo propio de la escolaridad basica,
ya que en términos del tiempo de permanencia acepta-
ble en el ente universitario, generaria una problematica;
pero por otra parte, plantear un trabajo de recuperacion
sin considerar a fondo los diversos aspectos que se deben
dominar de una nocién en matematicas, se constituye en
una “pérdida” de tiempo dentro del proceso de formacién
profesional.

Entonces, hay que considerar otros elementos que ayuden
a dilucidar un curso de accién que contribuya al manejo
de la problematica identificada y que consulten la realidad
del estudiante, del docente y del sistema escolar.

eLas propuestas de recuperacion para la experiencia mate-
matica de un estudiante que ingresa a las aulas universita-
rias, deben sustentarse en la reelaboracién de una nocion.
Con este término se quiere sefialar que hay que reconocer
que el estudiante tiene en su haber algln tipo de conoci-
miento relacionado con una nocién en estudio, en parti-
cular si esta es una nocién que se declara como propia de
los procesos de la escolaridad bésica o media en matema-
ticas. Por lo tanto, hay que adelantar acciones o proponer
actividades que permitan identificar los procedimientos y
las concepciones que subyacen a estos procesos, cuando
un estudiante trabaja en situaciones relacionadas con una
nocion.

A este respecto, se deben generar experiencias que colo-
quen al estudiante en situacién de proponer formas de so-
lucién a interrogantes relacionados con la nocion y que lo
conminen a revisar, reconstruir y comunicar dichos pro-
cedimientos. Es importante que el estudiante declare las
justificaciones que desde su mirada soportan los procedi-
mientos asumidos. De aqui se debe posibilitar un trabajo
de confrontacién y validacion de lo que cree que conoce
el estudiante sobre la nocién estudiada.

Lareelaboracion de lanocion se refiere entonces al camino
que en conjunto con el docente, recorra el estudiante para
alcanzar comprensiones de los elementos que constituyen
la nocidn en estudio, y por lo tanto, lograr elaboraciones
con dicha nocién en contextos donde esta accione. La ac-
tividad o actividades de reelaboracion sefialan acciones
por desarrollar - en espacios tanto en el aula o fuera de
ella, fisicos o virtuales — para cumplir los propésitos de la
reelaboracion de la nocién.
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Aqui es fundamental la responsabilidad que asuma el es-
tudiante respecto del proceso de reelaboracion anunciado.
Esto es, se precisa de un compromiso individual, decidido
y continuo del estudiante para transitar este camino de
reelaboracion propuesta. La transformacion intelectual es
una decision del estudiante, y por tanto, un acto de la ra-
z6n (Gallego, 1992).

*Proponer actividades en el camino de reelaboracion de
una nocion, plantea el interrogante acerca de las con-
cepciones que soportan las actividades. Sefialar que la
tradicion de la ensefianza en educacion superior enmar-
ca los intentos de solucién de la problematica respecto
de la formacion basica en matematicas, significa que la
docencia en matematicas en educacion superior se ejerce
en analogia con la matematica como conocimiento 16gi-
co deductivo, o mejor aln intentando emular el trabajo
del matematico que prefiere “confiar en sus concepciones
estructurales, aunque también utiliza las procedimenta-
les” (Kieran, 1992). Esta vision sin duda es procedente
en cursos de nivel superior y con estudiantes que poseen
conocimientos disciplinares basicos y procesos de pen-
samiento adecuados a la exigencia intelectual del nuevo
conocimiento.

Sin embargo, en los cursos de matemaéticas de primeros
semestres de un programa de estudios universitarios, vale
la pena examinar la pertinencia de un ejercicio docente
que acentla su trabajo en la concepcién estructural de la
nocidn, y en cambio considera que la concepcion proce-
dimental de la misma es superflua o poco importante de
cara al logro de propositos sefialados para el curso. Pero
como la misma autora Kieran sefiala, “..se ha mostrado
que tanto la ensefianza como el contenido enfatizan las
consideraciones estructurales y que los estudiantes no lo
perciben asi” (Kieran, 1992).

Las ideas de concepcion procedimental y estructural de
una nocién son acufiadas por Anna Sfard como dos for-
mas de concebir una nocion de matematicas. En cuanto a
la primera idea se refiere al reconocimiento que se hace
de la existencia de una nocidn como potencial, es decir
producto de acciones, en cambio en la concepcion estruc-
tural la nocidn es referida como si tuviese existencia real
y por lo tanto se reconoce y manipula a primera vista sin
requerir detalles. Esta vision se remite también a la exis-
tencia de etapas histéricas de la evolucion de una nocion
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en matematicas y permite ver “el algebra escolar como
una serie de ajustes proceso—objeto que los estudiantes
deben hacer para comprender el aspecto estructural del
algebra” (Kieran, 1992).

Es fundamental entonces que el docente de un primer cur-
so de matemaéticas en la universidad, examine las formas
como usualmente ha aproximado a sus alumnos al estudio
de una nocion y cuales son los acentos que se han dado a
dicha aproximacion. Este ejercicio requiere de una mira-
da profunda a los soportes de la cotidianidad de la labor
docente, en cuanto se identifique (por cada uno) cuéles
son los elementos orientadores de dicha labor. Por ejem-
plo, ¢un texto sefiala el camino de accién del docente?
¢Un programa de contenidos indica la ruta correcta de tra-
bajo? ;Las indicaciones e instrucciones de departamentos
de matematicas responsables de los cursos, imponen la
forma de trabajo con el estudiante? Las respuestas per-
mitiran reconocer como se conciben las actividades que
usualmente se proponen como recursos de nivelacién de
conocimientos y habilidades en matematicas para deter-
minar sus posibles impactos en la transformacion del nue-
vo estudiante.

Las actividades que posibiliten la reelaboraciéon de una
nocion demandan una declaracion de intencionalidad,
en cuanto docente y estudiante puedan, a través de esta
declaracion, identificar qué acciones deben llevar a cabo
para alcanzar los propdsitos de sus cursos de matematicas.
Esta explicitacion evitara que los supuestos sobre el posi-
ble impacto de una actividad guien el quehacer del aula.
Por ejemplo, se atacarian creencias acerca de la realiza-
cién de un sinnimero de ejercicios extraidos de diferentes
textos, como soporte de comprension de una nocién. O
se confrontarian convicciones de aprendizaje basadas en
la visualizacion de la experticia del docente. En suma se
puede esperar un desempefio tanto del docente como del
estudiante, que consulte los intereses y responsabilidades
de cada uno en el camino de la reelaboracién de la nocién
en estudio.

*Construir la intencionalidad de una actividad de reelabo-
racion de una nocién basica de matematicas, en un curso
de matematicas de primeros semestres, requiere una re-
flexion sobre los soportes del quehacer docente y sobre el
papel que institucionalmente se asigna a la actividad.



En este sentido es importante comprender y declarar que
la tradicion sefiala que el sistema de educacién superior
como todo el sistema escolar tiene un eje de accion: la
ensefianza; es decir, se asume que el aprendizaje se deriva
de ella y como tal las actividades denominadas de inno-
vacion, o las reformas escolares, se centran en mejorar la
ensefianza con la expectativa que ello mejore el apren-
dizaje. Ahora, en las nuevas exigencias que la sociedad
hace al sistema escolar, se ha declarado que el aprendizaje
debe constituirse en el centro de las actividades de la es-
colaridad.

Los intentos de responder a este papel que se quiere asig-
nar a la escolaridad, requieren esfuerzo, reflexion e inda-
gar acerca de los elementos que posibiliten este transito
de uno a otro eje de accion. Asi se evitaria la tradicional
adaptacion que los miembros de la comunidad escolar
asumen cuando de reformas a la escolaridad se trata.

En lo que se refiere a la practica docente en cursos de ma-
tematicas de primeros semestres, es preciso que se miren
en detalle las creencias que usualmente soporta este ejer-
cicio. Como creencias se asume lo que los maestros con-
sideran debe ser, sin cuestionamiento ni explicacion, con
respecto a las formas de trabajo en el aula y las posibili-
dades de modificacion de las mismas. De estas creencias
forman parte entre otras, lo que el maestro piensa acerca
del conocimiento matematico, del papel del individuo que
aprende, del maestro y del cdmo se aprende. (Ortiz Hur-
tado, 1999)

En este sentido se requiere el planteamiento de acciones
que ayuden a superar creencias sobre el quehacer docente
en matematicas, que se aferran a la norma, o aquellas que
se sustentan en una practica determinada porque siempre
ha sido asi, porque asi se ha ensefiado tradicionalmente y
asi se ha aprendido.

Las acciones de las que se habla, deben posibilitarse des-
de una mirada a los elementos que constituyen la activi-
dad matematica en un curso a los que se ha referido este
escrito. Las concepciones que se tienen sobre: la mate-
matica, el conocimiento matematico escolar, la funcién
del docente, la evaluacidn, el papel del el estudiante, los
recursos, deben ser expuestas claramente por el docente y
contrastadas con los soportes de dichas concepciones, con
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el fin de visualizar posibles caminos de accion.

La tarea que se describe superficialmente es enorme; esta
mediada por problematicas sociales que afectan la labor
docente y corre el riesgo de no ser abordada adecuada-
mente, a menos que se identifiquen alternativas suscepti-
bles de concretarse en la realidad que vive el docente en
cuanto a su practica profesional, en cursos de matemati-
cas de primeros semestres.

Dos alternativas son viables como forma de trabajo y pue-
den contribuir a la construccion de propuestas de activi-
dades de reelaboracién de nociones de matematicas,

eLa aproximacion a la produccién académica relacionada
con las situaciones escolares de trabajo con las matema-
ticas. En este sentido, se ha generado un tipo de cono-
cimiento denominado didactica de las matemaéticas. En
particular se ha investigado ampliamente sobre tépicos
relacionados con el algebra escolar y los rudimentos del
calculo, los cuales parecen ser los temas centrales de los
cursos de matematicas en los primeros semestres de un
programa de estudios universitarios.

La bibliografia existente provee informacién y abre ex-
pectativas de accion sobre aspectos relacionados con la
ensefianza, con el aprendizaje, con el contenido propio de
una tematica, o con el impacto de la tecnologia en la ense-
fianza y el aprendizaje de los tépicos mencionados.

eLa incursion en el estudio a profundidad de las caracte-
risticas que debe tener un sistema escolar que declare el
aprendizaje como su centro de accion y de su influencia
en la clase de matematicas, o en el estudio de los soportes
que posibiliten el transito de una escolaridad en matema-
ticas con base en la ensefianza a una que se soporte en
el aprendizaje, o a la caracterizacién de una educacién
matematica centrada en el aprendizaje.

Una forma plausible de abordar las alternativas que se
proponen, es la seleccion de una tematica propia del al-
gebra escolar o de los rudimentos del calculo y explorarla
desde perspectivas sefialadas por la didactica de las ma-
tematicas.

eUn aspecto esencial para abordar el trabajo de activida-
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des de re-elaboracion de una nocién en matematicas es el
institucional. De las definiciones y orientaciones que la
institucion universitaria sefialen en cuanto a tiempos, es-
pacios recursos y nocién de calidad para cursos de mate-
maticas de primeros semestres, dependera en gran medi-
da que propuestas de solucion a la problematica abordada
tengan posibilidades reales de ejecucion.

Las definiciones y orientaciones de que se habla antes,
requieren a su vez de un marco de accion referido a las de-
claraciones que en cuanto a flexibilidad y cobertura sean
asignadas por la institucion a los cursos referidos. Res-
pecto de la flexibilidad es preciso que la institucion dé es-
pacio para reconocer el estado real de los estudiantes que
acceden a sus aulas, en cuanto a conocimientos previos en
matematicas y habilidades de pensamiento basicas. Esto
posibilitard planteamientos de cursos que consulten este
estado e intenten conciliarlo con las exigencias intelec-
tuales para avanzar en el desarrollo de pensamiento supe-
rior. Asi mismo generara una vision de un curso de ma-
tematicas el cual no accione alrededor del cumplimiento
rigido de un cronograma de contenidos, sino alrededor de
actividades de reelaboracion de nociones basicas en ma-
tematicas.

En cuanto a la cobertura de un curso de mateméticas de
estos primeros cursos, es importante que la institucion
indigue en términos de procesos de formacion de pensa-
miento superior cuales son susceptibles de desarrollarse
desde tales cursos. Aqui hay una responsabilidad para los
programas de estudio de la institucion, la de formular los
propositos de incorporacion de una formacion bésica en
matematicas dentro de sus mallas curriculares. Esta de-
claracion es pertinente como elemento orientador de las
propuestas de cursos de matematicas y sefialan rutas a ex-
plorar en conjunto por docente y estudiante en el camino
de formacion de este ultimo.

Ahora, con un marco de referencia claro sera posible que
los responsables de la elaboracion de planes de estudio de
un programa, piensen en la determinacion de tiempos mi-
nimos exigibles a un estudiante para que alcance el nivel
intelectual requerido para abordar con éxito los procesos
propuestos en tales planes de estudio. Para el caso de los
cursos de matematicas, sera factible una declaratoria de
estos tiempos en términos de la obligacién de reelaborar
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nociones fundamentales para su avance en el estudio de
la disciplina. Aqui sera de gran importancia catalogar el
tiempo de estudio del estudiante como elemento primor-
dial hacia el logro de objetivos propuestos. La especifica-
cién de tiempo de trabajo tanto en la clase como extraclase
necesario para asumir la tarea propuesta, sera clave para
garantizar posibilidades de éxito al curso de matemati-
cas que se desarrolle. Asi mismo proveera elementos para
asumir administrativamente el curso desde la perspectiva
de créditos académicos.

La declaracion de los espacios susceptibles de activar-
se con la propuesta de reelaboracién de una nocién en
matematicas, sera crucial para alcanzar logros esperados.
Espacios fisicos (en el aula o fuera de ella) o virtuales,
deben ser caracterizados por la institucion para que sean
susceptibles de ser usados por la comunidad universitaria
en el trabajo conjunto que se prevé. La asignacion de re-
cursos también es factor vital para desarrollar los cursos
de matemaéticas desde las visiones antes sefialadas.

Finalmente un factor determinante en el desarrollo de las
actividades de reelaboracién caracterizadas a lo largo del
escrito, es el relacionado con lo que entiende la institucion
como calidad en la educacién y formacién matematica de
sus estudiantes. Esta declaracién debe servir como guia
de evaluacion del trabajo que se proponga para que un
estudiante que ingrese a la universidad, desde cualquier
nivel de formacién en matematicas dado, logre acceder a
los requerimientos intelectuales minimos necesarios para
asegurar su formacion basica en matematicas. Y que logre
realizar un transito por un programa de estudios que le
permita alcanzar mejores comprensiones sobre el cono-
cimiento abordado y luego le asegure un ejercicio profe-
sional riguroso.

A MANERA DE CONCLUSION.

La problematica que atraviesa el desarrollo de cursos de
matematicas de primeros semestres del sistema de educa-
cién superior, es susceptible de ser considerada desde una
perspectiva integral, en cuanto los diversos estamentos
que constituyen esta comunidad escolar asumen papeles
de responsabilidad en la transformacién de dichos cur-
S0S.



La caracterizacion de una actividad de reelaboracion de
una nocioén en matematicas provee un marco de referen-
cia para construir propuestas que dinamicen los espacios
asignados a cursos de matematicas de primeros semestre,
en una perspectiva de recuperacion del estudiante para la
actividad matematica, de replanteamiento de la préactica
docente en matematica en un nivel superior y de la de-
claracion de responsabilidades de la institucion univer-
sitaria.

Se abren interrogantes acerca de elementos puntuales
vinculados con las actividades de reelaboracién y los
cuales deben ser sujeto de estudio para configurar pro-
puestas coherentes. Elementos de este orden son entre
otros la evaluacion, el contexto de accion de una nocion
en matematicas, la validacion del conocimiento que se
tenga de una nocion en matematicas.
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Algebras Booleanas Super-Magras y
Algunas Aplicaciones a la Teoria de

Modelos

RESUMEN

En este trabajo es un acercamiento a las algebras boolea-
nas super-magras que permiten estudiar facetas de la teo-
ria de modelos presentes en la demostracion del teorema
de Morley. Esencialmente son &lgebras booleanas tales
que su espacio de Stone no crece demasiado. Su estudio
permitira simplificar algunos argumentos involucrados
en el teorema de Morley, entre ellos la siguiente impli-
cacion:

Si7Tes una teoria m-estable enumerable con modelos infi-
nitos entonces 7" es k-estable para todo x > w.

| Jaime Posada
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mayo de 2006 en la Univeridad de Wisconsin en Ma-
dison. |

1. Introduccion

Los en los afios 50 conjeturd que si una teoria 7" enu-
merable es categorica en alglin cardinal no enumerable
entonces 7 es categorica en todos los cardinales no enu-
merables. Morley prob6 esta conjetura en el 65 para teo-
rias enumerables [M65] y en ese camino surgio la nocion
de estabilidad.

Para ello introdujo espacios topoldgicos de tipos, definien-
do un rango (hoy en dia conocido como rango de Morley)
en formulas y tipos. La construccion de este rango se basa
en el rango de Cantor-Bendixson para espacios topolo-
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ABSTRACT

In this article we work with certain boolean algebras ca-
lled super-lean which can be used to study some model-
theoretic facts involved in the proof of Morley’s theorem.
A super-lean algebra is essentially an algebra such that its
Stone space does not grow too much in size. Using those
algebras, one can simplify some arguments involved in
Morley’s theorem such as the following implication: If
T is a o-stable countable theory with infinite models,
then ' is w-stable for allk = w.
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gicos. El andlisis del rango permite calcular los tamafios
de los espacios de tipos. Una teoria se dice totalmente
trascendente si todos los tipos tienen rango de Morley or-
dinal. Lo anterior es equivalente a que sobre subconjuntos
contables, existan a lo méas contables tipos; esto ultimo
es llamado w-estabilidad. Este concepto es clave para el
desarrollo de la prueba del teorema de Morley; permite
construir modelos primos y atémicos sobre subconjuntos
potencialmente no enumerables, etcétera.

Los espacios de tipos son espacios topol6gicos boolea-
nos y un tipo maximal puede verse como un ultrafiltro
de una algebra de Lindenbaum. Ademas estas algebras
booleanas permiten estudiar frecuentemente algunas pro-
piedades modelo-tedricas de una teoria de primer orden.
Como ejemplo se tiene al teorema de Ryll-Nardzewski:
Una teoria enumerable 7" es w-categodrica si y solamente
siparatodo n < w, B,(T) (algebras de Lindenbaum)
es finita.

En este trabajo se pretenden exponer herramientas boolea-
nas que permiten estudiar facetas de la teoria de modelos
presentes en la demostracion del teorema de Morley.



La principal herramienta es el analisis del tamafio del es-
pacio de Stone de una algebra booleana. Concretamente se
estudian las algebras booleanas que posteriormente se lla-
marén super-magras. Esencialmente son algebras boolea-
nas tales que su espacio de Stone no crece demasiado en
tamafio. Su estudio permitira separar algunos argumentos
puramente booleanos involucrados en el teorema de Mor-
ley, entre ellos la k - estabilidad de una teoria. Al usar
las algebras super-magras, se prueba la equivalencia entre
la nocién modelo-teorica de w-estabilidad y el hecho de
que ciertas algebras de Lindenbaum sean super-magras.
Como corolario a este hecho se tendré la x -estabilidad
(F = w.) de una teoria w-estable. Los anteriores aspectos,
entre otros, permitirdn por tanto investigar si el teorema
de Morley es un hecho “booleano”.

Comenzamos este trabajo con una breve introdu ccién al
algebra booleana y a la teoria de modelos. Posteriormen-
te se exponen algunas de las conexiones presentes entre
dichas ramas.

Notacion y Convenciones

eLos ordinales y cardinales se notardn indistintamente
con letras griegas. Se reservaran las letras ., A, p, v, .
para cardinalesy «, 3,+, d, . . para ordinales.

«Las letras caligraficas A, B,C,...
booleanas.

denotan algebras

oL as letras géticas 21, B, &, . denotan estructuras y A,B,C,
... SUS universos.

*Sea L un lenguaje de primer orden. Entonces £"denota
el conjunto de férmulas de primer orden de £ cuyas va-
riables libres estan en el conjunto{z; : i < n}.

+Si X es un conjunto, <« X es el conjunto de todas las su-
cesiones finitas de X. Es decir: <w X — U X",

n<w

2. ALGEBRAS BOOLEANAS
2.1. Conjuntos parcialmente ordenados
Definicion 2.1. Un orden parcial en un conjunto Pes

una relacion binaria< que satisface las siguientes pro-
piedades:
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isimetria).
sitividad ).

Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto do-
tado de un orden parcial. Si A es subconjunto de un con-
junto parcialmente ordenado P, una cota superior deA es
unelemento z € P talqueparatodor € A, = < z
Unelemento z € P es minima cota superior de Asi es
una cota superior de A y para cualquier otra cota superior
w de A, z < w. Si existe la minima cota superior de A
es Unica por antisimetria y se denota sup(A4). Se define
xVy =sup ({z,y}). Similarmente se define la maxi-
ma cota inferior y se denota por = A y. Es facil ver que
las operaciones v y A son asociativas, conmutativas e
idempotentes (esto Gltimoesquex Vo = x A x = x).

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado donde
cada par de elementos z,y € P tienen una minima cota
superior y una maxima cota inferior.

Un reticulo I con 0y 1 es un reticulo con elementos 0, 1
€L, (0+#1) talesque0 < x < paratodo = € P.
Un reticulo Lse dice complementado si tiene 0, 1y para
cadax € L existe unelementoy € I, llamado un com-
plemento para z,, que satisface:

zrVy=1yzAy=20

Una reticulo Lse dice distributivo si para todox, v,z €1
las siguientes identidades son ciertas:

(xANy)Vz=(xVz)A(yV=2)
(xVy)ANz=(xAz)V(yAz)

Definicion 2.2. Una algebra booleana es un reticulo
complementado y distributivo.

Se puede probar que en una algebra booleana el comple-
mento de un elemento es Unico. De ahora en adelante el
complemento de z se notara x*

Definicion 2.3. Sean B, B- éalgebras booleanas. Un
homomorfismo de 3, en B,es una aplicacion F : By —
que respeta la operaciones booleanas. Es decir: Para todo
v,y € By, Flx Ny) = F(x)AF(y). Similarmente
para Vv, *. Un isomorfismo de 3, en B, es un homomor-
fismo biyectivo.

Algebras Booleanas Super-Magras y algunas aplicaciones a la Teoria de Modelos
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Definicion 2.4. Una subalgebra de una algebra boolea-
na B es un subconjunto no vacio A que es cerrado bajo
las operaciones booleanas en B . Es facil probar que la
interseccion de una familia de subalgebras de una algebra
booleana es también una algebra booleana.

Por lo anterior, dado X subconjunto de una algebra
booleana j3,el conjunto (X) = ({ACB: X C Ay A
es subalgebra de 3} es una subalgebra de 3, la cual se
Ilamara subalgebra de |3 generada por X.

Lema 2.1. Si X es infinito entonces|(X)| = | X]. !

Demostracion: Se puede demostrar que la subalgebra ge-
nerada por un conjunto X consiste de los elementos de la
forma \V/j—; Ax=, ;i donde para todo

Jik, zji € X ol € X [BM, CH. 4, § 3,
Problem?2.4,(ii)].Dela anterior construccion finitaria se si-
gue que|(X)| = | Xya que siS,, (X)denota el conjunto de
las partes finitas de X, entonces si X es infinito tenemos
aue s, (X) | = |X|. o

2.2. Filtros y Ultrafiltros

Definicion 2.5. Un filtro propio en una 4lgebra boolea-
na Ses un subconjunto no vacio F'de B que satisface las
siguientes condiciones:

Fy. Para todo x,y € F, x Ny € F.

F5. Para todo x € F, y € B, si x <y entonces y € F.

F3. 0¢F.

De ahora en adelante, al referirnos a un filtro, nos estare-
mos refiriendo a un filtro propio.

Ejemplos:

1. {1} es un filtro.

2. Paracadaz € Belconjunto F, = {ye B:x <y}
es un filtro, llamado el filtro principal generado por x:.Es
sencillo probar que si B es finita entonces todo filtro en 3
es principal.

Definicion 2.6. Un subconjunto X de una algebra
booleana Bse dice que tiene la propiedad de interseccio-
nes finitas (abreviada p.i.f) si cuandox1, 2, ..., 2 € X
entonces 1 Axo A... Az #£ 0.

La anterior propiedad justamente indica cuando un sub-
conjunto de una algebra booleana esa incluido en un fil-
tro, para ello:

1Este lema es valido en cualquier algebra con operaciones finitarias.
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Teorema 2.1. Un subconjunto X de un algebra booleana
BB esté incluido en algun filtro en Bsiy solo si| X tiene la
p.i.f.

Demostracion: Ver [BS, CH. 1, § 2, Lemma 2.8].

Los filtros de un algebra estan parcialmente ordenados por
inclusion. Los filtros que son maximales respecto a este
orden se les llama ultrafiltros. Los ultrafiltros se pueden
caracterizar como sigue.

Teorema 2.2.Si Fes un filtro en una 4lgebra booleana B3,

Fes ultrafiltro si y solo si paracada v € B, x € F' 0o 2™ € F,

pero no ambos.

Demostracion: Ver [BS, CH. 1, § 3, Lemma 3.1]. ™

Surge la pregunta si dada una algebra booleana B real-
mente existe un ultrafiltro Uen 3. La respuesta es afirma-
tiva asumiendo el axioma de eleccién como se indica en
el siguiente teorema.

Teorema 2.3. (TEOREMA DEL ULTRAFILTRO). Todo
filtro en una algebra booleana puede extenderse a un ul-
trafiltro.

Demostracion: Se sigue de un uso estandar del Lema de
Zorn. ™

Corolario 2.1. Un subconjunto de una algebra booleana
esta incluido en un ultrafiltro si y solo si cumple la p.i.f.
Demostracion: Es una consecuencia del teorema 2.1 y
del teorema del ultrafiltro.

2.3. Dualidad de Stone

En los articulos [St36], [St37], M.H. Stone explora la
aplicacién de conceptos topoldgicos a la teoria de alge-
bras booleanas y las aplicaciones de la teoria de anillos
booleanos a la topologia general. En esta seccidn expone-
mos algunos de los resultados de M.H. Stone.

Definicién 2.7. Un espacio topolégico (X, 7) esun es-
pacio Booleano si es (i) de Hausdorff, (ii) es compacto y
(iii) tiene una base de clopens.



Definicién 2.8. Sea B una alegebra booleana. Definimos
S(B) como el espacio topolégico que consta de la cole
ccion de todos los ultrafiltros de B y cuya topologia esta
dada por la base que consiste de todos los conjuntos

K, ={U € S(B) : € U} para x € B.EIl espacio
S(B) se llamara espacio de Stone de .

Teorema 2.4. (Stone). El espacio de Stone S(B) de una
algebra booleana B es un espacio booleano y la aplica-
cion ¢ : B — C(S(B)) talque ¢(z) =K, esun
isomorfismo de B en C(S(B)).

Corolario 2.2. (Teorema de Representacion de Stone).
Toda algebra booleana B es isomorfa a una subélgebra
deP(X )para X algin conjunto.

Teorema 2.5. (Stone). Cada espacio booleano es ho-
meomorfo al espacio de Stone de su algebra caracteris-
tica.

Los anteriores teoremas establecen una dualidad en el
sentido que ‘S’ y ‘C’ son operaciones‘inversas’ y por lo
tanto hay una correspondencia uno a uno entre “algebras
booleanas y espacios booleanos. De hecho M.H Stone es-
tablece las siguientes correspondencias (entre otras):

Algebras booleanas <> Espacios booleanos
Filtros «» Subconjuntos cerrados
Homomorfismos «<» Funciones continuas

Para una demostracion de los anteriores resultados remi-
timos al lector a [BS, CH. 1, § 6].

3. Cardinalidad de espacios de Stone
3.1. Cotas superior e inferior

Sea Buna algebra booleana finita. Se puede probar que
1B| = 215®B)ly por lo tanto |S(B)| < [B|.La situacion es
completamente distinta cuando B una algebra booleana
infinita como se mostrara a continuacion.

Lema 3.1. SeaA subalgebra propia de una algebra boolea-
na By seau € B\ A. Entonces existen ultrafiltros

F,GcS(B)talesque uc F\GyFNA=GNA.
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Demostracion: Seap : B — C(S(B))isomorfismo como
en el teorema de representacion de Stone. Se demostrara
en realidad que existen F’ € p(u), G' € p(u*) tales
que paratodoa € A, F' € p(a) & G' € p(a); ycon
ellosesiguequeu € F'\G' y FFNnA'=G' N Ayaque
si € F'N Atenemos que z € F'nA. y por lo tanto

G’ € p(x),es decirz € G’ N A Similarmente si = € F' N A.

entonces z € F’ N .A.Supongamos por contradiccion que
no es posible encontrar dichos ultrafiltros F', G’, es decir:
paratodo F' € p(u) yparatodo G € p(u*)existe
r € Atalque F € p(z) y G ¢ ¢(x) o F & p(x)

y G € o().

Sea G € (u*)fijo, sin pérdida de generalidad para todo

F € o(u),existery € AtalqueF € g(zr) y G ¢ o(zp

Sesigue que {¢ (zr) : F € ¢ (u)} esunrecubrimiento
por abiertos de ¢(u). Como S(B)s compacto y #(u)-es
cerrado entonces ¢ (u).es compacto. Luego existen

T, Ty, .., o5 €A talesque:
k k
(P(u) - U (P(xFi) y G ¢ U So(xFi,)
i=1 i=1

como  es isomorfismo

k k
(P(u) Co (\/ xFi) y G¢90<\/xFl>

i=1 1=1

como A es una subélgebra de B se sigue que para todo
G € o(u*), existe zg =\, zr, € A tal que

p(u) C p(zg) y G ¢ p(xa). Sesigue que

{p(z5) : G € ¢(u*)} esunrecubrimiento por abiertos
de ©(u™).Por compacidad de nuevo, existen

TG Ty, TG, € A tales que:

n

) < Jo(2t)

i=1

y Vi e(u) Co(rg)

tomando complementos tenemos:

e (e8) S elu
=1
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0 equivalentemente:

() oo

i=1

por otro lado como ¢ (u) C ¢ (z¢,) para toda , enton-
ces

(p(u) Co (/\mGz>

=1

concluimos de lo anterior que

o (u) = (/\m>

i=1

Como ¢ es isomorfismo y A es subalgebra de 13 tenemos
que

n
u:/\xGieA

i=1

pero esto es una contradiccion ya que habiamos supuesto
ue B\ A i
Teorema 3.1. Sea 5 una algebra booleana infinita. En-
tonces |B| < |S(B)| < 2/8l

Demostracion: Sea |B| = Y supongamos por contradi
ccion que [S(B)| < k. Sea

X={(F,G)eSB)xSB):F\G %0}

Paracada = = (F,G) € X,

sea u, € I'\ G. Sea I' = {u, : v € X}. Esfacil ver
que para cualquier algebra booleana B, ]B\ < QIS(B)Ijuego
si|B|es infinita entonces S(8)es infinito.

Por lo tanto I" es infinito. Consideremos 4 = (T") (subal-
gebra generada por I') y notemos que:

[ Al = [T < [S(B) x S(B)| =[S (B)| < &

36

Entonces|A| < k. Ya que |B| = k  es posible en-
contar uw € B\ .A.Por el lema anterior sean F’, G’ € S(B)
talesqueu € F',u ¢ G, FFNA=G' NA.

Es claro que 2/ = (F’,G’) € X y por lo tanto u,s € I,
ug ¢ G'. Por construccion  u,, € Ay por lo tanto

uy € F'NA,perou,s ¢ G'NA.Y esto es una contra-
diccioncon F'n A= G'N.A. Porlotantor < [S(B)|.
La desigualdad |S(B)| < 2" es inmediata ya que un ul-
trafiltro en /3 es en particular un subconjunto de 3 .

Observacién 3.1. Las anteriores cotas no son estrictas.
Por ejemplo: Si F(X) es el algebra booleana de los fi-
nitos-cofinitos en Xcon Xinfinito, entonces |F(X)| =

= |S(F(X))|Si P(X) eselalgebrabooleana de partes
de X. con X infinito, entonces un célebre resultado de
Tarski (ver [BS, Ch. 6 81, Th. 1.5]) establece que

IS@()] = 2P

3.2. Algebras booleanas super-magras

En esta seccion introducimos la principal herramien-
ta para estudiar el contenido booleano y topolégico del
teorema de Morley. Particularmente la nocién de algebra
booleana super-magra, nocién que permitira controlar el
tamafio de los espacios de Stone.

Definicion 3.1. Sea B una algebra booleana infinita. Dire-
mos que 3 es magra si |B| = |S(B)].

Lema 3.2. SeaBuna algebra booleana infinita; ¥ : B -

C(S(B)) el isomorfismo dado por el teorema de repre-
sentacion de Stone; 2z € Btal que |¢(x)| > |B]. En-
tonces existen o, 3 € B talesque a A =0, aV =

0, aVpi=uxylpl)|> B lpB) > |B.

Demostracin: Demostremos en realidad que existey € B
tal que [p(zAy)[ > [Bl, [¢(xAy™)| >|B|y con ello
a=zANy, f=xAy". DadosU € S(B) yy € B
diremos que y es U admisiblesi U € ¢(z Ay) vy
lp(x Ay)| < |B|.Seal’ = {U € S(B) : Iy € B.
tal que y es U-admisible}, A = {y € B : 3U € S(B)
tal que y esU-admisible } C B.Notemos quesi U €T,
entonces existey € A talque U ¢ o(x Ay) por lo tan-

to:
I c U ez ANa)
acA



de lo cual se sigue

INRE

Suglw(svm)! < |B] - [B] = |[B] < |¢(z)|
ac

por lotanto sean £, G € ¢(x)\T', F # G. Sea

to los ultrafiltros asociados a f y g son distintos ya que
de lo contrario 0 perteneceria a ellos.

Es asi como Es asi como 1S(%)| > 2%o 'y de hecho
|S(X)| = 2% yaque porel lema3.1.1|5(%)| < 2> =

2%,

Luego X es una subalgebra enumerable de B (y por lo
tanto de C ) no magra.

y € Btalquey € F ,y* € G. Entonces|p(zAy)| > [B| (“=") Estadireccion es clara. o

, |o(x Ay*)| > |B| yaque de lo contrario y es F-admi-
sible 0 y* es G- admisible y por lo tanto F'o G'estarian

enT. i

Definicion 3.2. Sea 3 una algebra booleana. Decimos
que BB es super-magra si todas las subalgebras de 3 son
magras.

Presentamos ahora una caracterizacién de las algebras
booleanas super-magras.

Teorema 3.2. Sea C algebra booleana infinita. Entonces
C es super-magra si y solamente si todas sus subalgebras
enumerables son magras.

Demostracion: (“<”) Probaremos la contrarreciproca.
Sea 3 una subalgebra de C tal que B no es magra. Enton-
ces|S(B)| > |B|o0 de otra forma: |p(1)| > |. Porel
lema anterior podemos definir inductivamente para cada
kew, fe2* unpunto Xf)..re—1) € B

tal que:

L e (Xf0)...pe-1) | > B
2. XovV X1 =1, Xg AN X1 =0y en general:
a) Xy(0)...7(k—1)0 N Xf(0)..p(h—1)1 = 0
b) X0)...sk—1)0 V Xf(0)...p(k—1)1 = Xf(0)...f(k—1)

SeaAk= {X;: fe2"} A, = | A
Es claro que|A| = Roy porlo tanto si 3, — (A
entonces || = N,

)

Cada rama del anterior arbol binario tiene la p.i.f y por lo
tanto puede extenderse a un ultrafiltro en . Ahora, si
f,g € 2¥ sontales que f # g, entonces existe un me-
nor i € w tal que g(i) # f(i).

Esasi como X)) A Xf0)...;() = 0 y por lo tan-
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Corolario 3.1. No existe algebra booleana 5 enumerable

tal que
Ro < |S(B)| < 2%

Demostracion: Se demostrara en realidad que si B es un
4lgebra booleana enumerable y |S(B)| < 2%, entonces
|S(B)| = No, y con ello el tamafio del espacio de Stone
es enumerable o es el maximo posible.

Supongamos por contradiccion que |B| = R v |S(B)]
> Np, es decir: 5 no es magra. Entonces por la prueba
del teorema anterior existe .4 subalgebra enumerable de
B tal que |S(A)| = 2"0. Yaque lainclusion de.4en
B es un homomorfismo inyectivo entonces

f:8(B)—S(A)
U—UnNA
es continua y sobreyectiva (ver [BM, CH. 4, 8 6, Th 6.4
]). Porlo tanto |S(B)| > |S(A)| = 2%0. Y esto dltimo
contradice que | S ()| < 2%, Por lo tanto|S(B)| = Ny.

Presentamos ahora otra caracterizacion de las algebras
booleanas super-magras.

Teorema 3.3. Sea B una algebra booleana. B es super-
magra si y solamente si no existe arbol binario

(rs:s € <¥2), x5 # 0 contenido en Btal que

T~ NZs~1 =0y x5~V Ts~1 = Zs.

Demostracion: Si existe un arbol binario(z, : s € <¥2),
xs # 0 contenido en Stal que
Ts~0NTs~1 =0y Ts5~0VTs~1 =25 cada rama

de dicho arbol tiene la propiedad de interseccio-
nes finitas por construccion y por lo tanto puede ex-
tenderse a un ultrafiltroen ¥ = ({z, : s € <“2})

Ultrafiltros asociados a ramas distintas son distintos ya
que. x3~g A z5~1 = 0. Luego [S(2)| > wY [¥| = w.
Es decir I3 no es super-magra. Reciprocamente si 3 no es
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super-magra entonces existe T' < B tal que |T'| =

wy |S(T)| >w.Seap:T' — C(S(I")) isomorfismo
como en el teorema de representacion de Stone. Tenemos
que(1) = S(T)y por lo tanto  |¢(1)[ > [T'[Por el lema
3.2 tenemos que existen zo,z1 € I', 9,21 #0 tales
que o Axy =0, 29V =1y |p(xg) > T,
|p(a1)] > |L. o

Iterando este lema obtenemos éarbol binario

(xs s € <¥2), x5 # Otal quezs~g A x5~ =0y
Tg~0V Ts—~1 = Tg. E/

4. Teoria de Modelos

La teoria de modelos se puede describir como la rama
de la I6gica matematica que describe las conexiones en-
tre los lenguajes y sus interpretaciones. Los objetos que
desempefian un papel fundamental son las férmulas de un
lenguaje vy las estructuras de un lenguaje.

4.1. Definiciones basicas y algunos resultados
Presentamos en esta seccion algunos hechos y definicio-
nes de la teoria de modelos. Asumimos familiaridad del
lector con las definiciones de lenguaje de primer orden,
férmulas, sentencias, estructuras, modelos, satisfaccion,
consistencia, compacidad. Como referencia de esta sec-
cién sitamos a Chang y Keisler en Model Theory (Ams-
terdam: Noth Holland, 1973).

Definicion 4.1. (Definiciones Basicas)

1. Una teoria en un lenguaje £ es un conjunto consistente
de sentencias de £ . Una teoria es completa si todos los
modelos de la teoria satisfacen exactamente las mismas
sentencias.

2. Si Les un lenguaje y X es un conjunto, £x denota el
lenguaje obtenido al afiadir a un nuevo simbolo de cons-
tante por cada elemento de X . Usualmente se notara de
igual forma el elemento de X y su simbolo de constante.
Dada una estructura 24 y X C A, Ax denota la ex-
pansién de %A a Lx en la cual se interpreta al simbolo
de constante @ € X por el elemento a.

3. Dados dos modelos2l y B en un lenguaje£, una fun-
cion F': A — Bes un isomorfismo sif'es una biyeccion,

y para todos los simbolosS € Lse tiene queF (%) = . entonces existe a € A tal que B = e(a,a1,. ..

4. La teoria completa de un modelo 2/ es el conjunto
Th(A) = {¢ € Sentencias(L) : A = ¢}.
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5. Dos modelos 2 y 9B son elementalmente equivalen-
tes, denotado A = B, si Th(A) = Th(B).

6. Dados dos modelos 20 y B en un lenguaje : £, 2A es
submodelo de 95 denotado 9 C 93, si:

Si. ACB

Ssy. ¢ = ¢® para todo simbolo de constante ¢ en L.
Sy. F% = FB | Anparatodo simbolo de funcion F

n-adico en L.

Sy. R¥ = R® n A para todo simbolo de relacion R

n-adicoen L.

7. Dados dos modelos 2t ¥ B en un lenguaje £, 2
es submodelo elemental de B, denotado

A <B, si:
SE;. ACB
SE5. Para toda formula (1, x9,...,Ty)
de L, yai,as,...,a, € A,
A E plar,ag,...,a,) < B = plar,as,...,ap)

Esta Gltima nocion trata de capturar “todas” las propie-
dades de primer orden y no simplemente las propiedades
atémicas de un estructura. Por ejemplo: Si Q, Q deno-
ta el campo de los racionales y el de los algebraicos res-
pectivamente, tenemos que Q C @,pero@ £ Q,

ya que —1 tiene raiz cuadrada en (), pero no en QQ.

Observacion 4.1.

A <DB siy solamente si A CTB y Ay =By,
El siguiente teorema indica cuando un submodelo puede

no ser submodelo elemental: la falta de testigos para los
cuantificadores existenciales.

Teorema 4.1. (TEST DE TARSKI-VAUGHT) Dados dos
modelos 9 ¢ 95 en un lenguaje £, & =< Bsiy solamente
Si:

1. A CB.
2. Para todas las formulas ¢(x, z1, ..., x,)
€ L' yay,as,...,a, en A, siB = Jxp(z,a,...,a,),

, n)-



Los siguientes teoremas permiten construir modelos con
algin tamafio especifico. Esta versatilidad muestra algu-
nas de las limitaciones de expresion de la Idgica de primer
orden.

Teorema 4.2. (TEOREMA DE LOWENHEIM-SKO-
LEM) Una teoria7 en un lenguaje £ que tiene modelos
infinitos tiene modelos en cada cardinal & > |£| + w.

Teorema 4.3. (Teorema descendente de Lowenheim-Sko-
lem-Tarski) Sea 2 un modelo de tipo £ de tamafio

a, y Ll +w < B < a Dado X C A, |X| <,
existe ¢ < A tal que X C C y|C| = 5.

4.2. Saturacion y Tipos

Sea T' una teoria consistente en un lenguaje £. Diremos
gue un conjunto de formulas X (z) C L' es consistente
conT si T U X(x) esconsistente. Un n-tipo parcial de
T esunconjunto  (xy,x9,...,x,) C L™ consistente
con T'. Un n-tipo completo de 7" es un conjunto
Y(x1,29,...,2,) € L™ consistente con7" y que es
maximal respecto a la anterior propiedad. El espacio de
tipos de 7. es el conjunto

Sp(T) ={p : p es un n-tipo completo de T'}

Sea® =T v p € S,(T). Unarealizacion dep € Sy (T')
esunatupla @ ¢ D" tal que® |= p(a).
Para cada n-tupla @ en un modelo ®de T'el conjunto

tp°(a) = {o(z) € L" : D | ¢(a)}

es un n-tipo completo de Tel cual es llamado tipo deaen
D .Por el Teorema de Compacidad se puede demostrar que
todos los tipos son de esta forma; es decir:

S, (T) = {tp®(a) : @ € D" para algiin ® = T}

Enunciamos a continuacén algunos resultados basicos so-
bre la realizacion de tipos.
Lema 4.1. Sea 2l una estructura infinita, y Y C A.

1. Sip € Sp(Th(y)), entonces existess > 9 tal que
P esrealizado en By y |B| = |A].

2. Eziste B = U, |B| < |A| - 22 @YD tal que todo
p € S, (Th(y)) esrealizado en’3.
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Demostracion: Ver [S, Prop 15.1]. 4l

Definicién 4.2. Sea?l una estructura, y Y C A. 2 es sa-
turado sobre Y, sitodo p € Sy (Th(2y)) es realizado
en 2Ay. Supongamos x es un cardinal infinito®( es k-sa

turado si 2/ es saturado sobre todoY C Atal que|Y'| < k.

2 es saturado si 2 es | A|-saturado.
Ejemplos:

1. Toda estructura finita es w-saturada.

2.(Q, <)es saturado.

3. C (numeros complejos vistos como cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica 0) es saturado.

Las estructuras saturadas no son muy comunes. Muchos
de los resultados de existencia de estructuras saturadas
usan hipotesis conjuntistas (frecuentemente CH, GCH o
existencia de inaccesibles) que pueden generar dificulta-
des. Concluimos esta seccion con el siguiente resultado
positivo en la anterior direccion:

Teorema 4.4. Sea 9 una estructura infinita. Para cada car-
dinal infinito x existe una estructura k -saturada ‘3 > 2
tal que |B| < |A]".

Demostracion: Ver [S, Th 16.4]. il

4.3. Aigebra de Lindenbaum

Sea T" una teoria consistente en un lenguaje £. En esta
seccion mostraremos que 7' da lugar a varias algebras
booleanas que pueden ser usadas para investigar la pro-
piedades modelo-tedricas de 7". Como referencia a esta
seccion se tiene [BM, Ch. 5 §5]. Definimos una relacion
= en L" de la siguiente manera:

pZ2Y<—=TrFp—y

Se tiene entonces que = es una relacién de equivalencia
enL". Sea B, (T') = £"/~Se tiene entonces que B,, (T
es una algebra booleana. Las operaciones booleanas en
B,,(T') estan dadas por:
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De ahora en adelante al algebra booleana B,,(T")se le lla-
maré algebra de Lindenbaum de 7.

4.4. Ultrafiltrosde B, (T') ytiposde T’

SeaTuna teoria completa y seap € £". Definimos |||
como el conjunto {p € S,,(T") : ¢ € p}.

El siguiente resultado, que se enuncia sin demostracion,
le da una topologia muy agradable a .S,, (7).

Teorema 4.5{|||| : ¢ € L™ }es una base para una topo-
logiaen S, (1'). Con esta topologia.S,,(T")es un espacio
booleano.

Por el teorema de representacion de Stone, se tiene que
Sy (T)es homeomorfo al espacio de Stone de una &lgebra

booleana. En este caso dicha &lgebra booleana es By, (T').

Esto se debe al siguiente hecho:

=9 = |l = vl

De esto se concluye que B,,(T').y el lgebra caracteristica
deS,,(T)son isomorfas y por lo tanto se tiene:

Teorema 4.6. Sea

F:S,(T) — S(Bu(T
p = {l¢lx:

)

© € p}

14

Entonces [ es un homeomorfismo.

Este ultimo hecho permite identificar de forma natural
tipos con ultrafiltros. El siguiente lema se usarara en el
altimo capitulo. La demostracion puede encontrarse en
[BM].

Lema 4.2. Sea T una teoria completa y Uultrafiltro de

B, (T). Entonces {¢ : [¢]~ € U} esun conjunto de
formulas maximal consistente con 7'

5. Conexiones

En esta seccion se introduce la nocion modelo-tedrica de
teoria k-estable. El resultado principal es el teorema 5.1,
el cual relaciona la nocion de algebra super-magra y de
w-estabilidad de una teoria.

Haciendo uso de este ultimo teorema se pueden simpli-
ficar considerablemente muchos aspectos del teorema de
Morley.

1Este lema es valido en cualquier algebra con operaciones finitarias.
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5.1. Teorias k-estables.

Comenzamos con una definicién. De ahora en adelante T
es una teoria enumerable con modelos infinitos.

Definicion 5.1. (Morley). SeaT"una teoria. 1" es k-estable
si |S1(Th(2A4))] =  cuando 2 es un modelo de 7'de
cardinalidad .

El siguiente lema es un resultado técnico, necesario para
generalizar el teorema 5.1 a todas las algebras de Lin-
denbaum.

Lema 5.1. Sea T" una teoria k-estable. Entonces para
todo?l =T y n < w si |A| = k entonces
|Sn(Th(2A4))| = k.

Demostracion: Por induccién: Sea A = T tal que |2
= k. Paran = 1 no hay nada que demostrar. Suponga-
mos n > 1 ysea B = 2 tal qued realiza todos
los tipos de Sy, +1(™A) = Sp41(Th(™Aa))

(\Ver el lema 4.1). Supongamos por contradiccion que
|Sp+1(20)| # k. Hay dos casos:

Caso 1. [Sn+1(2)| < k.

En este caso, ya que [S5n(20)| < [Sn+1(2)[tenemos que
IS, (2A)| < , lo cual contradice la hipdtesis de induc-
cion.

Caso 2. [Sy+1 ()| > k.

Paracada ¢ € S,11(), sea a,, b, en B", B res-

pectivamente tales que

Consideremos para cada ¢ € Sp+1 (1), tp(q) =

{o(xo,z1,...,2n—1) € La : Ba = p(ap)}.

Se sigue que paracada q € S, .1 (), tp(q) € Sy,

(Th(B4)) = S,(Th(A4)) (Esta tltima igualdad ya

que B > 2y por lotanto Th(B4) = Th(A4)). Tene-

mos entonces que T' = {tp(q) : q €

Sn+1(2)} € S, (A)Luego, si|I'| >« entonces | S, ()]
esto ultimo contradice la hip6tesis de induccion.

Luego |I'| < k.

Yaquer™ esregular y | S, 1 ()| > kT, existe,

QC Sp1(A), [ = kT tal que todos los tipos ¢p(q)
q € € son iguales?. Sea p € ( fijo, y para cada

g € Qsea Ay = {p(ap,rn) € Laua,) : o(xo, x1,.
o Ty) € q}.Tenemos entonces que {A, : ¢ € Q}

?



es una coleccion de tipos distintos sobre Th(’BAu{;fp})
Luego [S1(Th(B auqa,y)) = KT

Yaque |[AU{a,}| = ky |B| > &, por el teorema des-
cendente de Lowenheim-Skolem-Tarski, existe € < B
tal que |C| = k y AU {a,} € C. Notemos ahora que
Th(€c) = Th(Be) 2 Th(B auga,y) y por lo tanto
11 (Th(B o)) < [S1(€)]. Yaque T es w-estable
y |C| = x entonce |S1(€)| = k. Tenemos entonces
que:
RE < [SUTR(B avgay))| < K

lo cual es una contradiccién. Esto concluye la demostra-

cion. ]

5.2. Teorias w-estables y algebras super-ma-
gras

Presentamos en esta seccion la principal aplicabilidad de
las algebras super-magras a la teoria de modelos. Usando
argumentos desarrollados en anteriores secciones, presen-
tamos una prueba de un primer resultado (teorema 5.1)
debido a Morley en su célebre prueba de la conjetura de
Los [M65].

Teorema 5.1. Sea 7" una teoria. T'es w-estable si 'y solo
siparatodo A = T, n < wel dlgebra B, (Th(A4))
es super-magra.

Demostracion: (“=-")Por contradiccion. Supongamos 7’
es w-estable y para alginn < w, B, (Th(24))no es su-
per-magra. Por el teorema 3.3 existe arbol binario ([¢s]~ :
_s € <¥2) tal que [dzsﬂo]]g As~1]le =0y
[hs~o]~ V [s~1]~ = [s]~- Consideremos ahora el
arbol (¢s : s € <“2). Sea X el conjunto de parame-
tros de2(nombrados en alguna formula del anterior arbol.
Es claro que | X | = w. Por el teorema descendente de
Lowenheim-Skolem-Tarski, existe 5 < 2(tal que |B| =
wy X C B. Tenemos luego que B = T

Mostremos ahora que|S,,(Th(B5))| > wcon lo cual se
llega a una contradiccion, ya que por el teorema anterior,
al ser T' w-estable,tenemos que |S,,(Th(Bg))| = w.
Veamos primero que cada rama del arbol(¢s : s € <¥2)
es consistente con Th(Bp). Para ello tomemos un sub-
conjunto finito A de una rama. Por construccidn/\¢6 N

£ 0.

2Este Ultimo hecho podria llamarse con todo derecho un “principio de casillas”
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Luego [/\@/,EA w] N # 0.Es decir: Th(A4) ¥ = /\weA
Y. Yaque Th(Bg) C Th(A,) tenemosque Th(Bg) .
¥ = N\yea - Luego Th(Bp) U i/\d)eA W €s con-
sistente. Por compacidad cada rama del anterior arbol es
consistente con 7'h(*Bg) y por lo tanto se puede exten-
dera p € Sn(Th(%B))' Ya que WJSAO]E A [ws“l]g
= 0 entonces tipos asociados a ramas distintas son
distintos. Se sigue que |S,(Th(Bp))| > 2¥ > w.

(“<") Supongamos que existe B |= T tal que |B| =
w.y [S1(Th(Bp))| > w.Tenemos que |Sentencias
(LB)| = |L]+|B|+w = w.Luego [Th(Bp)| =w. Se
sigue que |B1(Th(Bp))| <w ydehecho |B(Th
(Bp))| = wyaque de lo contrario si| B1 (Th(Bp))| <w
entonces |\S(B1(Th(%g)))| < w (Una algebra booleana
finita tiene finitos ultrafiltros); pero esto contradice que
IS(BATA(B)))| = [S,(Th(B))| > w. Luego

B (Th(Bp)) e€s una "algebra booleana enumerable
con espacio de Stone no enumerable. Luego B1(Th(Bg))
no es super-magra. Esto concluye la demostracion. ¥

Corolario 5.1. (MORLEY). Sea T'una teoria. Si 7" es o-
estable entonces 1" es k-estable para todo k > w.

Demostracion: Supongamos 7' no es x-estable en al-
gin k > w. Sea A =T tal que [”A| =k y
|S1(Th(24))| > . Tenemos que |By(Th(™Aa))| =«
y |S(B1(Th(24)))| > r.  LuegoB;(Th(A4))no es
super-magra. Por el teorema anterior 7' noes w-esta-
ble.

* generalizado.
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