Capitulo 5

Sistemas de ecuaciones

5.1. Introduccion

En dos de los problemas estudiados en sesiones anteriores se ha necesitado solucionar
sistemas de ecuaciones lineales. En el caso de los trazadores ciibicos, es necesario solucionar
un sistema tridiagonal con el fin de conocer los ¢; y en el cual la dimensién del sistema
depende del niimero de puntos a interpolar. También en el caso de los polinomios de
minimos cuadrados, donde la dimensién del sistema depende del grado del polinomio que
se escoja para aproximar la lista de puntos o la funcién.

En ambos casos, los sistemas de ecuaciones pueden ser de dimensién alta, como es el caso
de aplicaciones de computacion grafica, donde el nimero puede ser del orden de miles de
puntos. Por lo tanto, el problema de solucionar sistemas de ecuaciones, desde el punto
de vista computacional, es relevante y de extensa aplicacion. En general, los métodos
que resuelven el anterior problema se pueden clasificar en: métodos directos y métodos
iterativos, estos ultimos inspirados en la iteracién de punto fijo.

5.2. Meétodos directos

Aunque el méas famoso de los métodos directos es la eliminacién gaussiana, es poco practico
por la cantidad de operaciones que se requieren para reducir a forma escalonada una
matriz. Otra clase de métodos muy usados corresponde a factorizaciones, y aunque existen
varios tipos de ellas, en este capitulo se aborda la factorizaciéon LU, como mecanismo para
escribir algoritmos muy eficientes para resolver sistemas tipo banda (como el tridiagonal)
o sistemas con muchos ceros.

Sistemas de ecuaciones que involucren matrices triangulares, ya sean inferiores (L, lower)
o superiores (U, upper) son particularmente faciles de resolver, al igual que sistemas que
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86 CAPITULO 5. SISTEMAS DE ECUACIONES

involucren matrices diagonales. A continuacién se examinan en detalle dichas situaciones,
como preambulo de la factorizacién LU que servira para abordar problemas mas generales.

Matrices diagonales. Considerar el sistema de ecuaciones:

d11 0 0 0 X bl
0 d22 0 0 X2 bg
0 0 : =

: : . i 0 : :
0 0 0 dnn, T, b,

Al resolver fila por fila se obtiene

b b b

1 = y T2 = ; LTp =
dn da2 dnn
y se puede entonces escribir la soluciéon genérica:
i )
Tr; < — para 1=1,2,....,n

i
Nota: observar que el sistema tiene solucién tnica si d;; # 0 para todo i, lo cual es
equivalente a que det D # 0, donde D es la matriz diagonal y det D = H?Zl dis-

Matriz triangular inferior L. Para una matriz triangular inferior de orden n x n,
definida como l;; = 0, si j > i, considerar el sistema:

111 0 0 e O X1 b1

lor oo 0 e 0 T ba
0

lnl ln2 e e lnn Tn bn

Con la primera ecuacién del sistema, primera fila, es posible calcular el valor de x;.

iz = by
Al despejar se tiene que
b1
T = —
YT
y con dicho valor de z; se procede a calcular el valor de x5 con la segunda fila del

sistema
la171 + lo2xg = bo.

Se obtiene el siguiente valor de x5

_bo — 1wy
g = — "=,
l22
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Ahora que se conocen los valores de z1 y x2, se procede a calcular x3 con la tercera
fila del sistema

l3121 + l3222 + l3373 = b3

Como resultado se tiene
b3 —l31m1 — 3272
xr3 = )
l33

lo cual se puede escribir en forma alternativa como

2
b3 - Z 137“1.7“
r=1

T3 =
l33

Al seguir este razonamiento, se obtiene para x;

i—1
bi - Z lirxr
r=1

T; = )

Lii

donde la anterior expresion es valida para ¢ = 1,2,...n. Observar que para i =1 la
suma va desde uno hasta cero, lo que se interpretara como cero, reduciendo el valor

de 1 a bl/lu.

Un algoritmo basado en la iltima ecuacién se conoce como sustitucion progresiva,
ya que al conocer la primera incégnita se encuentra la segunda, y con la primera y
segunda es posible encontrar la tercera y asi sucesivamente. De nuevo, notar que el
sistema tiene solucién tnica si l;; # 0 para toda i = 1,2,...,n. Recordar también
que det L = H?:l l”

Matriz triangular superior U. Recordar que una matriz es triangular superior si
u;; = 0 para 7 > j. Un sistema con una matriz triangular superior U tiene la forma:

U11 U12 ce ce Uln 1 by

0 U2z U3 - U2p T2 bo
0 : =

0 0 . 0 Unn, Ty b,

En este caso, si se comienza con la primera fila, se obtiene una ecuacién con n
incognitas, y por tanto es adecuado empezar por la ultima fila, en la cual la ecuacién
solamente contiene a x,,.

UnpnTn = bn

Al despejar:
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y ahora, en forma regresiva, como es conocido el valor de x,, se procede a calcular
el de z,,_1, con la peniltima fila,

Up—1n—1Tpn—1 T Un—1nTn = bn—l

donde se obtiene
_ bnfl — Up—1nTn
Tpol] = —"".
Un—1n—1
Al subir una fila, y con los valores de x,, y x,,_1, se calcula x,,_o, con la antepentiltima
fila

Up—2n—2Tn—2 + Up—2n—1Tn—1 + Upn—2nTy = bn72

para obtener
bn—? —Up—2n—1Tn—-1 — Un—2nTn

Tpn—2 =

Unp—2n—2
que se puede escribir también como
n
bn72 - Z Up—2r Ty
r=n—1
Tp—2 =
Up—2n—2

Al seguir el mismo razonamiento, se calcula x; como:

n
bi - Z Uir Ty
r=i1+1
Ty =
Ui
parai=mn,n—1,n—2,...,1. Un algoritmo basado en la anterior formula se llama

sustitucion regresiva. Notar que cuando ¢ = n, la suma va de n+ 1 hasta n, lo cual se
asume como cero, y por tanto existe la reduccién a x,, = by, /un,. Recordar ademads
que det U = [} wi;.

Ejercicios 12

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando las técnicas descritas

anteriormente.
15 0 0 x 1
a) 0 -7 0 Y = 6
0 0 3 z 9
1 0 0 T -5
b) 2 3 0 Y = 7
2 -8 7 z 3
5 1 7 x 8
¢) 0 -9 13 Y = -3
0 0 11 z 121
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7 0 0 0 1 7

d) -2 5 0 0 T2 | _ —2
6 9 -4 0 T3 -3

1 3 5 1 T4 0

1 -2 2 2 1 2

¢) 0 -1 0 3 T2 | _ -1
0 0 —4 2 T3 3

0 0 0 2 T4 4

5.2.1. Factorizaciéon LU

Aunque para sistemas n X n no triangulares el problema es aparentemente complicado de
resolver, si la matriz de coeficientes A se puede expresar como el producto de una matriz
triangular inferior L con una matriz triangular superior U, es decir A = LU, entonces el
siguiente par de sistemas brindan solucién al sistema general Ax = b.

Lz=D>b

Ux=1z

Notar que para el primer sistema el algoritmo de sustitucién progresiva permite calcular
completamente el vector z, mientras que en el segundo, una vez es conocido z, con
sustitucion regresiva se puede calcular completamente el vector x y el problema quedaria
entonces solucionado. Dado lo anterior, es relevante tratar de factorizar una matriz A en
forma LU. A través del siguiente ejemplo se observara un procedimiento para calcular
una factorizaciéon LU.

Ejemplo 27. Determinar una factorizacion LU de la matriz

1 -6 -3
-6 37 23
-8 40 -15

Solucion: se desea encontrar una matriz triangular inferior L y una matriz triangular
superior U tal que

lu 0 0 U1 U112 U113 1 -6 -3
l21 l22 0 0 U22 U23 = —6 37 23
131 l32 l33 0 0 uss3 -8 40 -—-15
En dicho caso ly;u11 = 1, y si se define que 117 = 1, entonces u1; = 1. Por otro lado
l11u12 = —6 y ly1u13 = —3, y por tanto u1o = —6 y w13 = —3 como se tiene a continuacion.
1 0 0 1 -6 -3 1 -6 -3
l21 l22 0 0 U22 U223 = —6 37 23

131 132 133 0 0 Uuss -8 40 -—15
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Ahora, lo1u1; = —6 y l31u17 = —8, de donde al despejar se tiene lo; = —6 y l3; = —8.
1 0 0 1 -6 -3 1 -6 =3
—6 l22 0 0 U22 U3 = —6 37 23
-8 l32 133 0 0 usz3 -8 40 -—-15

Continuando con el elemento o, se tiene

( ) ( ) + 122’&22 = 37 y si se define 122 = 1,
se obtiene ugg = 37—36 = 1. También (—8)-

( )+132U22 =40 y ( 6) ( 3)+l227.b23 = 23,
de donde se concluye que l3s = —8 y uo3 = 5.
1 0 0 1 -6 -3 1 -6 -3
—6 1 0 0 1 51 =1-6 37 23
-8 =8 l33 0 0 Uus3 -8 40 -—-15
Por ultimo, (—8) - (—3) + (—8) - 5 + lzzuss = —15, y si se define I3z = 1, se obtiene
U33—715+40724 1.
1 0 0 1 -6 -3 1 -6 -3
—6 1 0 0 1 51=1-6 37 23
-8 -8 1 0 0 1 -8 40 -—15
Asi,
1 0 1 -6 -3
L=]|-6 1 U=1]0 1 5
-8 -8 1 0 0 1

El anterior procedimiento se puede resumir de la siguiente manera.

Primer paso. Calcular los elementos [, y u,.. En este paso es necesario definir un valor
particular para .. o u,,.. Para ello, dado que

r
Qpp = § lrkukm
k=1

notar que a excepcién del ultimo término de la suma, los demés son conocidos, y al
separar el ultimo se tiene

r—1

Apy = § lrkuk,r + lrrurr~
k=1

En este momento se tienen dos incégnitas, y una posible soluciéon a la anterior
situacion, es asumir un valor arbitrario (no nulo) de una de ellas. A continuacién
dos formas clasicas de elegir.
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1. Factorizacién de Doolittle: .- =1 parar =1,2,...,n.

2. Factorizaciéon de Crout: u,. =1 parar =1,2,...,n.

Cualquiera de las anteriores da lugar a encontrar la otra incégnita. Por ejemplo, si
elige la factorizacion de Doolittle, entonces

r—1

Upy = Qppr — E lypug, parar=1,2,...,n,
k=1

mientras que al trabajar con la factorizacién de Crout,

r—1

lyr = Qpp — E lepug, parar=1,2,...,n.
k=1

Segundo paso. Calcular todos los elementos de la columna 7 de la matriz L. El siguiente
elemento a calcular es I,;1,, después I, o,, hasta finalizar con [,,,. Para lo anterior,

observar que
T
Qi = § likukra
k=1

si se separa el ultimo término, el que contiene la incégnita, se tiene que

r—1

Qi = § lik:uk:r + lirurry
k=1

y al despejar se tiene finalmente

r—1
Qg — Z likukr
k=1 .
lir = BE— parat=r+1,74+2,....n
rr

Tercer paso. Calcular todos los elementos de la fila r de la matriz U. Asi,

r
Qrj; = E lrkukj
k=1

donde al separar tltimo término de la suma

r—1
Qrj = § lrkukj + lrrurj
k=1

se despeja u,; para obtener finalmente

r—1
Qrj — Z l'r‘kukj
Upj = klzl paraj=r+1,r+2,...,n
rr



92 CAPITULO 5. SISTEMAS DE ECUACIONES

Terminado este ciclo se conocen todos los elementos de L desde la primera columna hasta
la columna 7, al igual que todos los elementos de U desde la primera fila hasta la fila r. En
el siguiente ciclo, se busca la fila y columna r + 1 de las matrices U y L respectivamente.

Ahora se observarad como utilizar la factorizaciéon LU de una matriz A para solucionar un
sistema de ecuaciones.

Ejemplo 28. Sea

1 0 O 5 -1 0
A= 3 1 0 0 -2 1
-2 4 1 0 0 3
resolver Ax = b, donde b = (-1, -6, —13)*.

Solucion: se debe recordar que si desea resolver un problema de la forma LUx = b,
donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular superior, entonces
es necesario resolver los problemas:

Lz=Db

Ux=1z

Luego, se debe solucionar en primer lugar el problema Lz = b, es decir

1 0 0 Z1 -1
310 2 | = —6
-2 4 1 23 —-13

donde al utilizar sustitucién progresiva se obtiene:

z1 = -1
2o =—6—3(z1)=—6—3(—1) = -3
23 = —13+ 22 —4zy = —134+2(—1) —4(=3) = =3

Luego z = (—1,—3, —3)*. Ahora, se debe solucionar el problema Ux = z

5 =1 0 Iy -1
0 -2 1 T2 =1 -3
0 0 3 T3 -3

en el que se emplea sustitucion regresiva

-3
./L'?,:?:_].
—3—-—z3 —-3+1
Ty = = =1
-2 -2
—1
xlzﬁzo

5
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para obtener x = (0,1, —1)* como la solucién al problema Ax = b inicial. Para terminar,
notar que aunque los calculos utilizados en la sustitucién progresiva y regresiva son de
un costo computacional relativamente econémico, es en el cdlculo de la factorizacién LU
donde puede haber costos elevados de tipo computacional similares a métodos tradicionales
como eliminacién de Gauss-Jordan. &

Ejercicios 13

1. Determinar la factorizacion LU de las siguientes matrices definiendo u;; = 1.

-1 -2 1 9 0 0
a) 2 7 -8 o | 2 12 0
o 1 3 3 13

1010

—2 10 -4 a0 1o

b) 5 —24 13 1020

3 —13 12 010 2

2. Repetir el ejercicio anterior tomando [;; = 1.

3. Solucionar el sistema Ax = b donde b = (1,0,1)* y A corresponde a los siguientes
productos de matrices.

1 00 4 3 2 100 5 0
a) 2 10 0 2 6 b) 310 0 2 1
2 11 0 0 3 -7 9 1 0 0 —4

4. Determinar la factorizacién LU de las siguientes matrices haciendo U = L!. Este
hecho es conocido como descomposicion de Cholesky.

2 -1 0 4 12 —16
a) | -1 2 -1 c) 12 37 -43
0 -1 2 ~16 —43 98
2 -1 0 25 15 —5
by | -1 4 2 d) | 15 18 0
0 2 2 -5 0 11

5.3. Meétodos iterativos

Cuando se tiene un sistema de ecuaciones Ax = b y se desea determinar el valor de x que
lo satisface, existen diferentes técnicas, como lo son Gauss-Jordan, matriz inversa, regla
de Cramer, factorizaciéon LU, etc., que permiten encontrar de manera ezacta la solucién,
quizé con costos computacionales elevados.
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Ahora, si para determinados problemas es suficiente obtener un X que no satisface de
manera exacta el sistema Ax = b, pero el resultado de AX se aproxima a b y el costo de
calcular x es menor al de calcular el valor exacto x, entonces seria preferible construir X.

Si se observa que la soluciéon del problema Ax = b corresponde a la solucién de la
ecuaciérfl| F(x) = 0 donde F(x) = Ax — b, serfa natural entonces tratar de utilizar los
métodos descritos en el capitulo [2] del libro, pues se estarfa buscando un cero de cierta
funcién. Dada la naturaleza vectorial del problema, es necesario primero revisar algunos
conceptos propios de la teoria de vectores y matrices.

5.3.1. Normas vectoriales
En el curso de dlgebra lineal se define la norma de un vector u = (z,y, 2) como:

lulle = V227 + 22

y se denomina norma euclidiana. Una de las aplicaciones de la norma euclidiana es la
definicién de distancia euclidiana entre dos vectores u'y v:

dy(u,v) = [[u = vl

Ejemplo 29. Determinar la distancia entre los vectores u = (1,—-1,2) y v = (2, —3, —6).

Solucion:
da(u,v) = [[u—vls
= ||(17 _1’2) - (27 -3, _6)||2
= ”(_17218)H2

=/(-1)2+22 182
=V1+4+64=+69
&

En la siguiente definicién se busca generalizar la idea de norma euclidiana y construir
nuevas distancias sobre los vectores.

Definicién 4. Una norma vectorial en R™ es una funcion || - || : R™ — R tal que:

1. ||x|| > 0 para todo x € R™
2. ||x|| =0 siysdlosix=0
3. |lax|| = |a]||x|| para todo x € R™ y o € R

4. |Ix+yll < Ix|l + lyll para todo x,y € R™ (desigualdad triangular)

INotar que O se refiere al vector nulo y F es una funcién vectorial F : R” — R"™ para cierto n.
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Se puede verificar que la norma euclidiana cumple con las anteriores propiedades. Otras
normas que se pueden definir en R™ son {1 y I, que presentan ventajas computacionales
para procedimientos iterativos.

Definicién 5. Sea x = (x1,x2,...,x,) un vector en R™, entonces:

n
» La norma ly del vector x es: ||x||; = Z ;]
i=1

» La norma l del vector x es: ||x|, = méx |z
1<i<n

Ejemplo 30. Sea x = (—1,2,—5,3) entonces:

n
Ixlly =D lasl = =1+ 2|+ | =5+ [3[=1+2+5+3=11
i=1
Il = s ol = max{] = 11,121, | = 5130} = 5
A partir de las normas [; y I se construyen las distancias di(u,v) = |[[u—vlj; ¥
doo(u,v) = [[u — V]| o-

Dado que en este capitulo se desea desarrollar métodos iterativos para aproximar la
solucién del sistema Ax = b, en los cuales se parte de un vector inicial (semilla) x(©) y se
construyen vectores x(), x| ... x() los cuales se aproximan al vector x solucién de la

.z _ . . .z (k) o0 n
ecuacién Ax = b, es necesario definir cuando una sucesién {x }kfo de vectores en R
convergen a un vector x.

el oo .
Definicién 6. Sea {X(k)}k—o una sucesion de vectores de R™ y x un vector de R™.
Entonces la sucesidn converge a x respecto a la norma || - || si dado € > 0, existe un entero
positivo N tal que

Hx(k) — XH <e para todo k > N

Desde un aspecto computacional, la definicién anterior no es la mejor, por lo tanto se
presenta el siguiente teorema.

.7 oo . .
Teorema 7. La sucesion {X(k)}k:O converge a X respecto a la norma ls st y solo si
(k)

lim z;” = 2; para cada t =1,2,...,n.

k—o0

. . . .7 oo
Es de anotar, que el teorema [7|indica una manera de comprobar si una sucesiéon {x(k) } k=0
converge a un vector x con relacién a la norma [, y no con relacion a cualquier norma.
. ., 1 —3sin(k
Ejemplo 31. Demostrar que la sucesién x¥) = (ek, 5+ i % converge a el

vector (0,5,0) con relacién a la norma lx.
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Solucién: utilizando el teorema [7] es suficiente demostrar que

s lim e *=0

k—o0
, 1
= Iim 5+ —-=5
k—o0 k
= lim M =0
k—o0 k
En este caso,
Lk L1
= lim e7" = lim - =0,
k—o0 k—oo €

, 1 ] L1 .
= lim 5+E—klir&5+klir&g—5+0—5y

k— o0
. —3sin(k) ., sin(k) B
naL TR ST = 0=0

. o0
con lo cual se demuestra que la sucesién {x(¥)} "~ converge a el vector (0,5,0) con
relacién a la norma . &

5.3.2. Normas matriciales

En la construccion y estudio de los métodos iterativos para aproximar una solucién del
sistema de ecuaciones Ax = b es necesario definir la distancia entre matrices, donde una
de las maneras mas efectivas es definir una norma sobre espacios de matrices.

Definicién 7. Una norma matricial es una funcién || - || : M, (R) = R del conjunto de
matrices de tamano n X n en los numeros reales tal que

1. |A|l > 0 para toda A € M, (R)
2. ||A|l =0 siy solo si A=0
3. |laAll = |a|||A|| para toda A € M,(R) y « €R
4. ||A+ B| < ||A|l + ||B]| para toda A, B € M, (R)
5 |A-B|| < [JA|l - |B|| para toda A, B € M, (R)
la distancia con relacién a la norma matricial || - || entre las matrices A, xn ¥ Bnxn S€

define como |4 — B]|.

Es posible demostrar que toda norma vectorial sobre R™ induce una norma matricial
sobre M,,(R). En la siguiente definicién se presenta las normas matriciales inducidas por
las normas vectoriales l1 y lo.
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Definicién 8. Si A = [a;j]nxn €s una matriz, entonces:

Ejemplo 32. Si

-5 3 1
A= 3 7 8
3 8 1
calcular [|A]|
Solucién: dado que [|Al Z la;j| ¢, entonces

n 3 3
[Allse = méx $ Y " lag;l, D laz;], Y las]
j=1 j=1 j=1

De otro lado, Z lai;| =1|—5]+ 13| +]1] =9, Z lag;| = 13|+ 17|+ |8 =18y Z las;j| =
j =1

3] + 18] + 1] = 12 y por tanto || A|le = max{9 18,12} = 18. &

Ejemplo 33. Si

W g w
S 0 =

calcular || Al|;.

3
Solucion: dado que ||All; = maux3 {Z aij|}, entonces

1<
i=1

3 3 3
[A]lx = max {Z jainl, Y laial, ) |ai3|}
=1 =1 =1

3
pero Z laa| = [ = 5]+ 3] + 3] = 11, Zlazz\ =Bl 7+ =3[ =13y > || =
i=1

1] + |8| + 16| = 15, de donde ||Alj; = max{ll 13,15} = 15. &
Ejercicios 14

1. Determinar la norma euclidiana, la norma I, y la norma [; para los vectores u, v,
W y Z que se encuentran a continuacion.
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a)u:(_1727_1) C)WZ 111 i
2747877777128

b) v=(-5,3,1) d) z= (et e e, .. eT)

. o0
2. Demostrar que las sucesiones {x(k)}k:1 convergen a el vector (—1,0,e,1) con
relacién a la norma [.

1 k k
k) = (1.2 ¢, —— k) — [ -1 4+ —2 1
k
. " [ cost) (1
k) — —k d =|-1 1 1
b) X()_<—1+6 7k2’671+$k’+1> )X < ) k ) +I€ )
3. Determinar la norma matricial || - || y la norma matricial || - ||; para las siguientes
matrices.
1 00 15 13 8
a) -3 70 c) 3 271 —4
3 5 1 -2 10 11
2 -1 4 3
-5 3 8 d) -1 8 5 —6
b) -3 7 4 4 5 3 -8

—-11 15 13 1

o
)
—

5.3.3. Solucién de sistemas de ecuaciones

Como se menciona con anterioridad, los métodos iterativos en la solucién de sistemas
de ecuaciones Ax = b construyen una sucesion {x(k) }20:0 convergente a la solucién del
sistema. Es de anotar que los métodos que se presentan en esta secciéon son de un esquema
recursivo, es decir x*t1 = Tx(® 4 ¢, donde T es una matriz fija y ¢ un vector. En lo
que sigue se presentan dos métodos iterativos clasicos, el método de Jacobi y el método
de Gauss-Seidel.
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5.3.4. Método de Jacobi

El método de Jacobi se basa en el método del punto fijo, y para entenderlo se analiza el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 34. Encontrar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones.

5r1 — X9+ 23+ 24 =5
1+ 49 + 14 =2
3x1 — x9 + 623 = —3
To — T3+ 3x4 =4

Solucion: si de la primera ecuacién se despeja x1, de la segunda ecuacién se despeja o,
y asi sucesivamente, se obtiene:

54129 — T3 — x4

xr1 = 5

2—x1 — x4
Tog—= ————

4

—3— 31+ (5.1)
r3=—-
8 6

4—1‘24—1‘3
Ty=—>"
4 3

Tomando ahora x(©) = (—1,5,3,2) y sustituyendo en el lado derecho del sistema se
obtiene

1 = =1
5

(1)_2—1-1—2_}

2 4 T4

1 _ —3-3(-1)+5 _5

5 6 6

(1)7475+3
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152
luego x(V) = (1, 76 3), y repitiendo el proceso ahora con x(!) se desprende que:
1 5 2
5 77777
Lo _"Ti7§73 3
! 5 4
2
2—1—- 1
22 = 3 _ &
2 4 12
3-3 L
Lo ooty »
3 6 24
1 5
4——+ -
L@ _ 46 _9
4 3 36
3 1 23 55
de donde x® = (4, 13’ 21’ 36> En el cuadro se encuentran las primeras diez
iteraciones del método.
E 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A -1 1 0,75 0,0027 09611  0,9842  0,9930 09971  0,9987  0,9995  0,9997
o 5 025 00833  —00694 0,277 —0,0076 00031 —0,0009 0,0004 —0,0001  0,0000

rgk) 3 08333 -0,9583 —0,8611 —0,9629 —0,9759 —0,9934 —0,9959 —0,9987 —0,9993 —0,9997
Ti’”) 20,6666  1,5277 0,9861 1,0694 1,0030 1,0105 1,0011 1,0016 1,0002 1,0002

Cuadro 5.1: iteraciones del método de Jacobi.

Se puede observar que ||x? —x(10) || = max{|0,9995 — 0,9997|,| — 0,0001 -+ 0, 0000], | —
0,9993+0,9997|, |1,0002 —1,0002|} = 0,0004 y en cada iteracién esta distancia disminuye.
Si se resuelve el sistema con el método Gauss-Jordan, se obtiene que la solucién es
x = (1,0,—1,1) y por lo tanto se tiene que la sucesién generada por el método de Jacobi
es convergente a la solucién del sistema. &

El método de Jacobi para solucionar un sistema de ecuaciones Ax = b se puede resumir,
de manera muy simple, en los siguientes pasos:

1. Despejar de cada una de las ecuaciones una de las variables (no despejar la misma
variable en dos ecuaciones distintas).

2. Seleccionar un vector x(9) inicial (semilla).

3. Sustituir el vector seleccionado en las ecuaciones del primer paso y llamar a este
resultado x(1).

4. Repetir el tercer paso con x().

Aunque en la descripcion anterior no se hace referencia a la forma de detener el proceso,
para lo anterior se debe establecer un valor € > 0 (tolerancia) y considerar como criterio
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de parada ||x*) — x(*=1||_ < ¢, de donde el proceso termina cuando la distancia entre
los vectores x*) y x(*~1) es menor a ¢.

Ejemplo 35. Utilizar el método de Jacobi obtener una aproximacion de la solucion del
sistema

4x1 + 229 — 23 = —3
—2.’E1 + 5%2 + 21’3 = —9
*611 + 3$2 + 7933 =10

con una tolerancia de ¢ = 1074,
Solucion: a continuacion se tiene los pasos necesarios.

Paso 1. Despejar una de las variables de cada ecuacion.

-3 — 219 + 23
=
' 4
—94 2z — 223
o= ——— =
5
10+6I173£€2
BETT

Paso 2. Seleccionar x(?). En este caso x(¥) = (1, -2, 3).
Paso 3. Sustituir x(©) en las ecuaciones del primer paso.

Lo 3o vl -3-9(-2) 43

1= = =1
4 4
L _ 9+ 20 — 227 —942(1)-2(3) _ 13
2 5 5 5
L _ 10+ 6{” — 320" _10+6(1) —3(-2) _ 22
3 7 7 7
(1) 13 22 (0) _ (1) .
luego x\") = | 1, =7 )Y [Ix\ —xW| o = 0.6. Dado que la distancia no es menor
a 1074, continuar el proceso.
Paso 4. Repetir el tercer paso, ahora con x(1).
(1) (1) 3 213 + 22
(2) — —3- 2172 + T3 — U E 7 = 1.3357
x; 1 1 .
(1) (1) 9+ 2(1) 222
—9+ 22" —2 - —27
o = OF2 T2 T — 26571
) 5
1) o 104 6(1) — 32
:EgQ) _ 10+ 6277 — 3z, _ 5 _ 34

7 7
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luego x(?) = (1.3357, —2.6571,3.4) y |[|xV) —x(?|| o, = 0.3357. Dado que la distancia
no es menor a 10~%, continuar el proceso. En el cuadro|[5.2]se encuentran las primeras
diecinueve iteraciones del método.

k 0 1 2 3 4 16 17 18 19

P 1 1 1.3357 14285 14909 .- 1.6247 16248  1.6248  1.6249

z -2 26 —2.657 —2.6257 —2.7134 ... —27498 —27499 —2.7499 —2.7499

) 3 3.1428 3.4 37122 37783 ... 3.9995  3.9997  3.9998  3.9998

doo (zF71), 2(0)) 0.6 03357 03122  0.0877 ---  0.0002  0.0001  0.0001 6.8E-5

Cuadro 5.2: iteraciones del método de Jacobi.

Dado que do (x1¥),x(19) = 6.8 x 107> < 107*, entonces el proceso se detiene y la

aproximacién de la solucién es x(19) = (1.6249, —2.7499, 3.9998). Se puede verificar que la
solucién exacta es x = (1.625, —2.75,4). O

5.3.5. Método de Gauss-Seidel

Al examinar con detalle el método de Jacobi, se observa que al momento de calcular
xgk), con i > 1, se utilizan todas las componentes del vector x(*~1) y para ese instante,

se han calculado las componentes xék), j=1,2...,i—1, las cuales suponen una mejor

aproximacion de las componentes x; del vector solucién del sistema Ax = b. Por lo tanto,

(k) (k)

una idea para acelerar el proceso, es calcular x,” utilizando x ;yeconj=12...i-1y

xgk_l) conr =14+ 1,7+ 2,...,n. El método descrito anteriormente se denomina método
de Gauss-Seidel y se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 36. Utilizar el método de Gauss-Seidel resolver el siguiente sistema de ecuacio-
nes.

S5x1 —x9+3x3=1
—x1 — Txo+ x4 = —9
229 + 8x3 — 224 = —4
41 + 23— 624 =9

Solucion: para aplicar el método de Gauss-Seidel son necesarios los siguientes pasos.
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Paso 1. Despejar una variable de cada ecuacion.
1 —+ o — 31’3
r=—->"=
5
-9 + X1 — 24
Ty = ———
? 7
—4 — 2:]']2 + 21’4
r3= ————
8
9 — 41‘1 — X3
Ty = —————
! —6
Paso 2. Seleccionar x(*). En este caso x(°) = (0,0,0,0).
Paso 3. Calcular x(1).
o 1+ =3 14+0-30) 1
Xz = = P
! 5 5 5
1
L0 _ —9+x§1)—3§510) B —9+5—0 44
2 —7 - -7 3
) 0 4 44
x(1)77472x§)+2xi)7— —2£+2(0) 57
5o 8 - 8 70
1 57
O U Wi S e S 1
4 —6 —6 420
Ahora, se debe observar lo siguiente:
1
» Para calcular xél) se ha utilizado la componente zgl) =5 calculada anterior-
mente y no la componente x(lo) =0.
(1) . a1 _ 44 .
» Para calcular 23’ se ha utilizado la componente x5’ = 55 calculada anterior-
mente y no la componente xgo) =0.
1 55
» Para calcular xél) se han utilizado las componentes xgl) = xgl) =~y

calculadas anteriormente y no las componentes :CSO) =0y x;

De donde, para calcular x(!), siempre se ha utilizado

Paso 4. Calcular x(2.

) =o0.

la informacién més reciente.
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1 44 57 631

Dad (2 2= =% _ 2~
adoque x 5°35" 707 420

) = (0.2,1.2571, —0.8142, —1.5023), entonces:

@ 1+a) =328 1402-3(1.2571)
5 5
@ _ )
-9 - —9+0.94 — (—1.5023
i Sk S A ( ) _ 0.9368
—7 -7
@ —4—20P) 42287 —4—2(0.9368) + 2(—1.5023)
2 = — — —1.1097
8 8
2 _ (2
— 4z — —9 —4(0.94) — (—1.1
2@ =9 LT 9-4(09 26 CLI09D) _ ) o520

por lo tanto x() = (0.94, 0.9368, —1.1097, —1.0582)

En el cuadro se encuentran las primeras seis iteraciones del método. Se puede verificar

que la solucién exacta corresponde a x = (1,1, —1,—1) &
k0 1 2 3 4 5 6
290 0.2 094 10532  1.0031  0.9964  0.9998
2P0 12571 09368 09840  1.0043  1.0009  0.9997
2P0 —08142 -1.1097 —1.0105 -0.9926 —0.9994 —1.0004
2P 0 —15023 —1.058 —0.9662 -0.9966 —1.0022 —1.0001

Cuadro 5.3: iteraciones del método de Gasuss-Seidel.

Se debe resaltar que la diferencia entre el método de Jacobi y Gasuss-Seidel radica en la
informacién que utilizan para calcular x®). El método de Jacobi emplea tinicamente la
informacién contenida en el vector x(*~1) mientras que el método de Gauss-Seidel utiliza
la informacién més reciente al usar las componentes de x*) que ya calculadas. Al igual
que el método de Jacobi, el método de Gauss-Seidel se establece como criterio de parada
[x* =D —x(®)|| o < e, para e > 0 fijo durante la ejecucién del método.

Ejemplo 37. Utilizar el método de Gauss-Seidel obtener una aproximacion de la solucién
del siguiente sistema.

4.’E1 +2£C2 — T3 = -3
7211 + 5562 + 21‘3 = *9
—6x1 + 3x + Tx3 = 10

con una tolerancia de £ = 10~%.

Solucion: para aplicar el método de Gauss-Seidel son necesarios los siguientes pasos.
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Paso 1. Despejar una de las variables de cada ecuacién.

-3 —2x9 + x3
r=—
' 4
—9+2£L'1—2£L'3
Irg=—"————
5
10+6$1—3$2
xng

Paso 2. Seleccionar x(9). En este caso x(*) = (1, -2,3).

Paso 3. Sustituir 2(?) en las ecuaciones del primer paso.

—3-220 42 —3-2-2)+3

(1)
= = = ]_
1 4 4
m  —9+22M —220 94 2(1) —2(3)
Ty = = =—-2.6
5 5
w  10+62" =328 10+ 6(1) — 3(~2.6)
2 = - = - =34

luego xM) = (1, -2.6,3.4) y [|x@ —x( ||, = 0.6. Dado que la distancia no es menor
a 10™%, entonces sigue el proceso.

Paso 4. Repetir el tercer paso, ahora con x(1),

Lo _ 3o e 3-21) 434
@ _

= —_ 1.4
4 4
@ —9+22P —228)  —942(1.4) - 2(3.4)
2 = = =26
5 5
@) _ o (2)
10 + 6212 — 3 10 + 6(1.4) — 3(—2.6
) = 2 I17 10460 )7 (=26) _ 5 7408

luego x(2) = (1.4,-2.6,3.7428) y ||xV) — x()||, = 0.4. Por lo tanto, la distancia
entre X1 y x(2) no es menor a 1074, entonces sigue el proceso. En el cuadro se
encuentran las primeras catorce iteraciones del método.

k 0 1 2 3 4 e 11 12 13 14
P 1 1 1.4 1.4857  1.5665 ---  1.6245  1.6247  1.6248 1.6249
z —2 —26 —2.6 —27028 —27175 ... —2.7498 —2.7499 —2.7499  —2.7499
P 3 34 37428 3.8604  3.9359 .-~ 3.9995  3.9997  3.9998 3.9999
doo (xR, 2(R)) 0.6 0.4 0.1175  0.0808 ---  0.0004  0.0002  0.0001 5.63E—05

Cuadro 5.4: iteraciones del método de Gauss-Seidel.

Como dog (x(1¥), x(14)) = 5.63 x 107> < 10%, entonces el proceso se detiene y la aproxi-
macién de la solucién es x(1) = (1.6249, —2.7499, 3.9999). o
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Nota: si el anterior ejemplo se desarrolla con el método de Jacobi, son necesarias
diecinueve iteraciones. Se observa entonces como el método de Gauss-Seidel presenta una
convergencia mas rapida.

Ejercicios 15

1. Obtener x® en el método de Jacobi en la solucién de los siguientes sistemas lineales.
Usar x(© = (0,0,0).

6x1 +3x9 —x3 =8 3r1 +2x3 =6
a) 201 +4xo + 23 =7 C) T, + 3x9 =3
Ty — 3x9 — dxz = —7 x1 + 5x9 + Txg =19

4r1 + 29+ 23 — T4 =3
74I1+1’2+2$3:73 I’1+51‘27I3+1’4:2

b) w1+ 59+ 3x3 =—1 —2x1 — X9 + Tx3 + 224 = —9
1+ a9 — 33 = -3 1 — 9 — 223 + 614 = 3

2. Repetir el ejercicio anterior utilizando el método de Gauss-Seidel.

3. Si se define una tolerancia de e = 10~°, resolver los ejercicios del primer numeral
utilizando el método de Jacobi.

4. Repetir el ejercicio anterior utilizando el método de Gauss-Seidel.

5.3.6. Convergencia métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

En esta parte se analizan condiciones para asegurar la convergencia de los métodos
iterativos de la forma x*) = Tx(*~1 4 ¢. Antes de presentar estas condiciones, es
necesario revisar algunos conceptos.

Definicién 9. Sea A una matriz n xn. p(A4), denominado el radio espectral, corresponde
a:
p(A) = max{|\| | A es valor propio de A}

Definicién 10. Sea A una matrizn x n. A es de diagonal estrictamente dominante si

n
lagi| > ;|
J

j=1

J#i
para it =1,2,... n.
Ejemplo 38. Dadas las matrices
-6 2 3 -2 1 0
A=| -3 7 1 y B= 5 7T -3 1,
4 5 10 9 -1 10

determinar si son de diagonal estrictamente dominante.
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Solucién: A es de diagonal estrictamente dominante dado que | — 6] > |2] + 3],
7] > | = 3|+ |1] y |10] > |4] + |5|. De otro lado, B no es de diagonal estrictamente
dominante, ya que en la segunda fila el valor absoluto del elemento diagonal |7| no es
mayor a la suma de los valores absolutos de los elementos restantes de la fila, a saber,
5]+ —3[=8. o

Con los anteriores elementos es posible presentar los siguientes resultados.

Teorema 8. Dado cualquier x(©) vector de R™, la sucesion {x(k)}:io generada por el
€squema recursivo
x®) = x4 ¢

converge a la Unica solucion del problema x = Tx + ¢ si y solo si p(A) < 1.

El teorema [§ brinda condiciones necesarias y suficientes para garantizar la convergencia
de un método iterativo de la forma x*) = Tx(*~1) 4 ¢ con T una matriz fija y ¢ un vector.
Antes de dar condiciones suficientes para garantizar la convergencia de los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel, es necesario presentar estos métodos como esquemas recursivos de
la forma x®) = Tx(*=1) 4 ¢.

Si Ax = b es un sistema de ecuaciones lineales con la siguiente matriz de coeficientes A

aii @12 e A1n

a1 Q22 -+ G2pn
A =

an1  an2 T Ann

v si se divide A de la siguiente manera

0 0--- 00 0 —a12 —ai13 - -- —Q1in
a1l 0. 0 —as21 0--- 00 0 0 —ags --- —a2n
0 ag --- 0
A= o | = | —as —as2 - 00| _ :
0 0 < ann . 0 0 —Qn—1n
—n1 —Gn2 - —Anm1 0 0 0 e -- 0

entonces A = D — L — U donde D es matriz diagonal, U es una matriz triangular superior
y L es una matriz triangular inferior. En este caso, el sistema Ax = b se transforma en el
sistema (D — L — U)x = b lo que implica que

Dx=(L+U)x+b

Ahora, si D71 existeEI entonces multiplicando ambos lados de la anterior ecuacién se
obtiene
x=D"YL+U)x+D'b,

que a su vez, se transforma en el esquema iterativo

x®) = D™YL +U)x*Y + D7 'b.

2D~ para una matriz diagonal D existe si y sélo si a;; # 0 parai=1,2,...,n.
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Si se define D1 (L +U) = J y ¢ = D~'b, entonces el anterior esquema corresponde a la
forma matricial del método de Jacobi:

x®) = Jgx(b=1D 4 ¢ (5.2)
Ahora, si la ecuacién
(D—-L-U)x=b

se despeja de la siguiente manera
(D-—Lx=Ux+b
y existe (D — L)~!, entonces
x=(D-L)'Ux+ (D - L) 'b,
lo cual origina el método matricial de Gauss-Seidel
x®) = gx+=Y 1 5 (5.3)

donde G = (D — L)"*U y s = (D — L)"'b. Es de anotar que D — L es una matriz
triangular inferior, y por tanto su inversa existe si los elementos de la diagonal no son
nulos, en este caso si a; # 0 parai=1,2,...,n.

Luego de presentar los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel como esquemas de la forma
x(#) = Tx(*=1 4 ¢, a continuacién se tiene una condicién suficiente para garantizar su
convergencia.

Teorema 9. Si A es una matriz de diagonal estrictamente dominante, entonces para
cualquier semilla x(9), los método de Jacobi y Gauss-Seidel son convergentes a la tinica
solucion del sistema Ax = b.

Ejercicios 16

1. Dado el sistema de ecuaciones Ax = b, donde A = ? 7411 yb= (1), calcular

la matriz J y el vector ¢ usados en el método de Jacobi.

2. Dado el sistema de ecuaciones Ax = b, donde A = _i’ —411 y b= <_D,

calcular la matriz G y el vector s usados en el método de Gauss-Seidel.

3. Determinar si las siguientes matrices son de diagonal estrictamente dominante.

-2 1 0 6 3 -2
a) ) 7T =3 b) 8§ 15 —4
9 -1 10 -3 -4 5
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-3 1 -1 4 1 01
¢) 4 5 -1 0 3.6 11
0 -4 5 -3 -1 -9 1

0 1 -2 4

4. Descomponer la matriz A en la forma D — L — U, donde D es una matriz diagonal,
U una matriz triangular superior y L es una matriz triangular inferior.

5 7 =3 4 0 -1 4

a) -4 8 11 b) 3 0 ) 3
9 3 16 13 0 156 -2

57 0 28 0

5. Determinar para los siguientes sistemas, si el método de Jacobi (o Gauss-Seidel) es
convergente desde cualquier vector inicial x(%).

—1521 4+ 329 — 623 = 3 4x1+ 29+ 23 =-5H
a) 8xry —4xo+x3=06 b) 3x1 +6x9 —x3—24 =0
911 — 29 +3x3 =5 —3x1 + 229 — 923 =1

To+4rx —3—Try =6

6. Resolver el sistema lineal dado por medio del método de Jacobi con € = 1074,

Sx+3y—z2=2
—r+2y—4z=-2
2z -4y —z=—1

7. Resolver el sistema lineal dado por medio del método de Gauss-Seidel con € = 104,

20+ by+2=-2

3x—y+2=2
—r—y+32=0
« 1 0
8. Dada la matriz A= | S 3 2 |, encontrar los valores de a y 8 de forma tal
1 -1 3

que la matriz sea de diagonal estrictamente dominante.






