Capitulo 1

Errores y aproximaciones

1.1. Introduccién

Las cantidades numéricas que se trabajan en ingenieria y ciencias, provienen de dos
fuentes principalmente, de mediciones y obtenidas por procesos de calculos matemaéticos.

En la primera fuente, se debe considerar que un proceso de mediciéon nunca arroja el valor
verdadero de la medida, pues las mediciones se hacen con instrumentos que se encuentran
limitados por la divisién méas pequena de la unidad de medida en la que vienen graduados,
obteniendo entonces una aproximacién al valor verdadero hasta la incertidumbre del
instrumento.

En el segundo caso, las operaciones aritméticas usualmente se ejecutan en un computador
o una calculadora, y la limitacién de espacio de estos dispositivos lleva a que algunas
cifras no se puedan representar correctamente. En dicho caso, lo maximo que se puede
esperar es una aproximacién de los valores verdaderos. La situacion se agrava si estas
aproximaciones se siguen utilizando en posteriores calculos. De otro lado, muchas veces
resulta imposibleE] siquiera expresar en términos algebraicos soluciones a ciertas ecua-
ciones, inclusive polinomiales. En esta situacién, no quedaria otro remedio que buscar
aproximaciones.

Con lo anterior, es claro que el trabajo de ingenieria y ciencias se encuentra inevitablemente
sujeto a error, y por tanto el tema de cuantificacion de errores es de atencién prioritaria
en dichas areas. Hay dos maneras clasicas de medir errores, mediante el error absoluto

y el error relativo. Para definir lo anterior, suponer que T es una aproximacion al valor

o . r—x

verdadero x. El error absoluto es € = |z — Z|, mientras que el error relativo es e, = |||
x

si x # 0, donde es necesario resaltar que el error absoluto puede ser algunas veces engatioso,

pues no tiene en consideracién el tamafo del valor, como si es el caso del error relativo.

1Es de resaltar el teorema de Abel-Ruffini al respecto.
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Como se verd en posteriores capitulos, aunque no siempre es posible contar con el valor
verdadero de una magnitud, con los procedimientos a trabajar se pueden ir encontrando
aproximaciones que en cada paso resulten mejores, y por tanto, la distancia entre una
aproximacion y la anterior es cada vez menor. Lo anterior se puede ir visualizando a
través del error aprozimado, definido como €45 = |Tactual — Lanterior|- EN la seccién
se usa el concepto de error verdadero para formalizar lo que se entenderda como cifras
significativas. De igual manera, en este capitulo, se incluye material que permite analizar
si unas aproximaciones sucesivas resultantes de un método son convergentes y cuantificar
la rapidez con que lo hacen. También serd posible analizar comportamientos asintéticos
de funciones y caracterizar términos de errores.

1.2. Cifras significativas

Considerar una regién rectangular que tiene 20.5 cm de largo por 14.3 cm de ancho. Se
requiere la medida del area de la region en centimetros cuadrados.

La solucién del problema parece inmediata, ya que basta con multiplicar las dos mediciones
para obtener 293.15 cm?. Sin embargo, se encuentra en duda la validez de dicho resultado,
pues no se ha considerado que las cantidades en ingenieria, aparte del valor de la medicion,
tienen implicita la incertidumbre asociada al instrumento de medicién.

Volviendo al problema inicial, al considerar el valor 20.5 cm, se deduce que el instrumento
con que fue tomada la medida tiene graduacion en centimetros, y que cada centimetro
estd dividido en diez partes, por lo que cualquier medida con el instrumento, tendra una
precisiéon de a lo mas una décima de centimetro.

En la figura diferentes personas reportarian sin dudar los primeros dos digitos, a
saber el dos y el cero, que en este contexto se llamaran digitos confiables. El tercero podria
tener libre interpretacion, pues algunas personas podrian decir que se trata de un seis, y
otros de un cinco. En esta situacién es preferible dejar la medida hasta la raya de divisién
que parezca mas cercana, en este caso la del cinco. Se tendria entonces la tranquilidad
que la medicién tiene una incertidumbre de una décima de centimetro, y se entendera
que la medida de 20.5 cm es en realidad una cifra entre 20.4 cm y 20.6 cm con el tercer
digito llamado digito de incertidumbre. La cantidad de digitos confiables mas otro con
incertidumbre, son las cifras significativas de una medicién. Con lo anterior, las medidas
20.5 y 14.3 cm, tienen cada una tres cifras significativas.

Nota: también es posible dejar el cinco como una cifra confiable y aventurarse a tomar la
mitad de la décima de centimetro, division més pequena, como el digito con incertidumbre.
No es extrano entonces que alguien pueda reportar la misma medida como 20.55 cm. Lo
anterior dejarfa tres digitos confiables y un dltimo con incertidumbre. Sin embargo, para
efectos practicos, en este texto se trabaja como se indica con anterioridad.

Volviendo al ejemplo, notar que, al multiplicar las dos medidas para calcular el area, se
obtiene un resultado (293.15 cm?) con cinco cifras, lo que lleva a preguntarse ;cémo es
posible que trabajando con medidas que tienen tres cifras significativas, se logre una con
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Figura 1.1: medida tomada con una regla casera graduada en centimetros y cada centimetro
divido en diez partes.

cinco cifras significativas? A continuacién, se tienen reglas que orientan lo que se debe
hacer cuando se hacen operaciones con cifras significativas, y que responden al anterior
interrogante.

Regla 1: cuando se multipliquen o dividan cifras significativas, el resultado debe tener
tantas cifras como el factor que tenga menos cifras significativas.

Regla 2: cuando se sumen o resten cifras significativas, el resultado debe tener tantas
cifras como el término que tenga menos cifras significativas.

Por lo tanto, de acuerdo a la primera regla, el resultado correcto del drea es 293 cm?. Es
normal que la tltima cifra se redondee observando la cifra de la derecha. En este caso,
como a la derecha del tres hay un uno, entonces sigue como tres, si hubiera un cinco o
mayor, el tres se eleva en una unidad y quedaria como un cuatro.

De acuerdo a los instrumentos de medida, las caracteristicas del sistema o propositos de
la informacién, el ingeniero debe hacer un estimativo del nimero de cifras significativas
que requieren sus calculos. Con lo anterior, es posible tener una cota del error absoluto
(e = |z — &|) con base en el nimero n de cifras significativas mediante la expresién

e=(05x10>"") %.
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Ejercicios 1

1. Calcular el volumen en pies ctibicos de una habitacién de 2.6 m de profundidad, 3.8
m de ancho, y 2.6 m de altura.

2. Se toma el pulso de una persona y se observa que 110 pulsaciones tardan 115.6
segundos. Calcular la duracién de un pulso o latido.

3. Un caracol se mueve con una rapidez de 5.12 furlong por quincena. Considerando
que un furlong equivale a 220 yardas, que un metro son 1.094 yardas y que una
quincena son 14 dias, expresar la rapidez en metros sobre segundos.

4. Una regién rectangular mide 20.5 cm de largo por 14.3 cm de ancho. Calcular su
perimetro.

5. Un cilindro de aluminio tiene un didmetro de 2.13 cm y 15.3 cm de longitud. Calcular
a), su volumen en centimetros ciibicos, b), su masa en gramos (consultar la densidad
del aluminio en una tabla) y ¢), la superficie total en centimetros cuadrados.

1.3. Error de truncamiento

Es conocido que niimeros como 7, e, v/2 tienen un desarrollo decimal infinito y no periédico,
y por tanto, es muy dificil para la mayoria de las personas retener en su memoria tan solo
unas cuantas cifras decimales de ellos. Sin embargo, hay formas metddicas de obtener
aproximaciones tan buenas como se quieran a estos nimeros. Una de las méas famosas
es a través del uso de series de Taylor. Para ello, si se conoce una funciéon f y todas sus
derivadas en un punto ¢, entonces el valor de la funcién en otro punto x, se puede obtener
usando la serie de potencias

f/;(!c) (m—c)2+#(x—c)3+---, (1.1)

f@)=fle)+ f(c)(z—c)+
donde se requiere aparte de la existencia de las derivadas en el intervalo abierto entre x y
¢, también de la continuidad de f y sus derivadas en el intervalo cerrado entre x y c.

Si se empieza a evaluar el primer término de la serie, luego el segundo, el tercero y asi
sucesivamente, es posible que en situaciones practicas llegue el momento en que se debe
abandonar el calculo de términos y por tanto truncar la serie. En este momento es deseable
contar con una aproximacién que pueda brindar el error cometido hasta el momento. Al
cortar la serie en el término n + 1, se logra una aproximacién al valor de la funcién en x
dada por el polinomio de Taylor P,(z) de orden n:

f"(¢)
2!

Pn(x):f(c)+f/(0)($—c)+ (1’—6)2+~-~+
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Notar que, si se corta la serie en el primer término, se tiene la aproximaciéon a orden cero,
en el segundo, aproximacién de primer orden y asi sucesivamente. Lo interesante es que
al hacer aproximaciones con la serie de Taylor, hay un indicio del error que se comete,
pues se entendera dicho error como proveniente de los términos que no se tuvieron en
cuenta. En dicho caso, el error estaria dado por:

F 0 (e)

R, (z) = CEn (x — C)nﬂ n

F(e)

Gy o

Usando el teorema del valor medio, es posible reescribir la expresiéon anterior como

FO(E)

CES (z— )", (1.2)

R, (z) =

donde £ se encuentra entre x y c. El resultado se conoce como error de truncamiento,
o término de error en forma de Lagrange. Se debe considerar que, aunque se garantiza la
existencia de &, no se tiene, en general, una forma explicita de encontrar dicho valor. Con
los elementos anteriores, la serie de Taylor [I.] se suele escribir como

f(z) = Py(z) + Ru(x). (1.3)

Nota: en otras situaciones o contextos, es también conveniente trabajar con la forma
integral del error de truncamiento o término de error, dada por

@ p(n+1)
Rn(:c):/ %(z—t}"dt. (1.4)

Ejemplo 1. Calcular la serie de Taylor de f(x) = sinz alrededor de ¢ = 0, el polinomio
de orden dos, orden tres, y los correspondientes errores de truncamiento.

Solucion: se comienza calculando los valores de la funcién y sus derivadas en x = 0:

= f(0) =sinz T 0.

= f'(0) =cosz 0 1.

= f7(0) = —sinz 0= 0.

= f(0) = —cosx = -1
s fM(0) =sinz .= 0.

Para f(®) (0) en adelante, se tienen repeticiones de valores. Al reemplazar en la expresion
se obtiene la serie de Taylor de sinz



18 CAPITULO 1. ERRORES Y APROXIMACIONES

00
3 25 z7 n m(2n+1)

n=0

Para obtener la aproximacion de segundo orden, se corta la serie en el tercer término.
Luego
Py(x) = x.

Notar que el primer y tercer término de la serie valen cero y que el correspondiente
término de error es
cos§ 4
6
donde & se encuentra entre cero y . De forma similar, la aproximacién de tercer orden es
3 .
T L sin &
Ps(z) = x — — y el término de error es R3(z) =

6 24
encuentra entre ceroy . &

Ry(z) = —

z* donde &, al igual que antes, se

Ejercicios 2

1. Calcular las series de Taylor alrededor de ¢ = 0 para las siguientes funciones:

a) f(z)=In(z+1).

b) f(x) =tan"'z

¢) f(z)=cosz

d) f(z) =e".

e) f(z)=1In(l —x)

1

f) f) =1

g) f(z) =sinhz

h) f(x) = coshz

i) f(z) =2%3

j) fla)=2°—2® +1
2. Calcular la serie de Taylor alrededor de ¢ = 3 para f(z) = %
3. Calcular la serie de Taylor alrededor de ¢ = 2 para f(z) = —Inz.

4. Calcular la serie de Taylor alrededor de ¢ = 5 para f(x) = 2° — 423 + 22 + 2 — 1.

5. Obtener una aproximacién a 7 usando el polinomio de tercer orden de Taylor de
arcotangente y obtener el correspondiente error de truncamiento. Calcular la serie
alrededor de ¢ = 0.

6. Obtener un polinomio de grado tres que aproxime a e y calcular el error de trunca-
miento. Usar un desarrollo en serie de e” alrededor de ¢ = 0.



1.4. ERROR DE REDONDEO 19

1
7. Considerar la funcién f(z) = ——- Obtener el polinomio de cuarto orden para

estimar el valor de f(—0.25) y calcular el error de truncamiento. Calcular la serie
alrededor de ¢ = 0.

8. Obtener una aproximacién a v/2 con el polinomio de Taylor de cuarto orden de la
1
funcién f(x) = v/1 4 z. Calcular la serie alrededor de ¢ = 3

1.4. Error de redondeo

Como se mencioné en la seccién [I.3] hay aparicién de error por la dificultad de las
maquinas para representar ciertos ntimeros reales, particularmente ntimeros irracionales.
En computacién, debido a la forma en que los computadores almacenan los ntimeros
reales usando representacion de punto flotante, pueden ocurrir errores adicionales, en este
caso de redondeo, debido a la misma naturaleza de dicha representacién en que se usan
aproximaciones para representar nimeros reales.

Con las consideraciones anteriores, se define el error total como la suma del error de
truncamiento con el error de redondeo, de donde en la practica en ciencias e ingenieria,
seria natural el querer minimizar el error total. Lo anterior puede llevar a una paradoja,
pues si se quiere més precision en las cifras, de acuerdo al error de truncamiento, se debe
tomar mas términos en las series de Taylor. Pero esto hace que se tenga que hacer mas
operaciones con numeros que ya son aproximaciones en las maquinas de cémputo, lo que
lleva a que el error de redondeo pueda ser importante.

Al parecer, tener més operaciones tiende a incrementar el error de redondeo, pero menos
operaciones lleva a mayor error de truncamiento. Por lo tanto, en el trabajo en ciencias e
ingenieria, se debe balancear y encontrar un punto de equilibrio en el que los procedimientos
lleven a resultados lo suficientemente satisfactorios, de tal forma que se puedan calcular
con el menor ntimero de pasos u operaciones posibles sin sacrificar la precision y exactitud
de los resultados.

1.5. Orden de convergencia

Cuando se utiliza un método iterativo, como los desarrollados en el capitulo [2] es util
conocer la velocidad de convergencia, constituyendo lo anterior un criterio para determinar
la eficiencia de un procedimiento en la solucién de un problema particular. Para entender
este concepto y desarrollarlo en algunos casos especiales, es necesario presentar algunas
definiciones.

Definicién 1. Sea {pn}iozo una sucesion convergente, p el limite de la sucesion, p, # p
para todo n € N. Si existen \ y a numeros reales positivos tales que

lm Pt — Pl

n—o00 |pn — p|a‘ ’
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entonces se dice que {pn}flozo es una sucesion que converge a p con orden « iy constante
de error asintdtico .

o0
Ejemplo 2. La sucesion {} converge a cero con orden uno.

n n=0

. ., 1
Solucion: para comprobar que la sucesiéon p, = — converge a 0 con orden uno es
n

necesario demostrar que el limite

n— oo |pn — p|

existe y es un niimero real positivo. En este caso,

1
B 0’
. ‘pn+1_p|_ , n+1 _ 1z _
lim ———— = lim ————— = Ii =
n—00 |pn - p|1 n—00 1 0 n—oom 4+ 1
~ -
1 o0
y por tanto la convergencia de {} es de orden uno. &
") n=o0

Si el orden de convergencia de una sucesion es o = 1, entonces se dird que la sucesién
es linealmente convergente, mientras que en el caso a = 2, se habla de convergencia
cuadratica. Como se podria esperar, entre méas alto sea el orden de un método, deberia
presentarse una convergencia mas rapida. Aunque las sucesiones de convergencia cuadratica
alcanzan con mayor rapidez una precisiéon deseada en comparaciéon con sucesiones de
orden lineal, la mayoria de esquemas iterativos del capitulo [2| tienen una convergencia
lineal como se verd en su momento.

1.6. Notacion O

La notacién O es usada ampliamente para describir el comportamiento asintético de
funciones o sucesiones. En el contexto de los métodos numéricos, se usa para describir
términos de error como se verd en el capitulo[d] La notacién O también es usada en el
contexto de las ciencias de la computacién para clasificar algoritmos de acuerdo a su
complejidad. A continuacién, se tiene la definicién formal.

Definicién 2. Sean f(x) y g(x) funciones reales. Decimos que f(x) = O(g(z)) cuando
x — 00 si existe un xo y una constante M tal que |f(x)| < Mg(x) para x > xo. Decimos
entonces que | f| se encuentra dominada asintdticamente por arriba mediante la funcion g.

FEsta definicion también se puede adaptar cuando r — a, en cuyo caso decimos que
f(z) = O(g(x)) cuando x — a si existe un 0 y una constante M tal que |f(z)] < Mg(x)
para 0 < |z —al| < 4.
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En el capitulo [f] se usard el caso cuando x — 0, donde la notacién serd simplemente
f(z) = O(g(x)), omitiendo la parte de x — 0.

Ejemplo 3. ¢* —1—z = O(.%‘Q) 0 equivalentemente e* = 1+ x + O(a:z)

Solucién: para comprobar que e* —1—x = O(x?), se usa la expansion en serie de Taylor
2 13
)

x
ef=1+z+ BE? donde £ se encuentra entre 0 y x. En dicho caso, |e* — 1 —z| = 55

1
y dado que z — 0, se puede asumir que e < 1 y por tanto |[e¥ — 1 — 2| < 51:2 para T
suficientemente pequeno, de donde se sigue el resultado. &

Ejemplo 4. Usando argumentos similares al anterior, se tiene que sinz = = + O(m3),
hecho que se usa frecuentemente en la solucién al problema del péndulo simple.






