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Resumen El propésito de este trabajo es abordar el buen planteamiento
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modelar fenémenos fisicos que se presentan en éptica.
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1. Introducciéon

En este articulo, trataremos el buen planteamiento local y global en los casos
periodico y no periédico de la ecuacion

1
im+§wm+hﬁu+@—am—ya:a (1)

que es una perturbacion de la ecuacién de Schrodinger ctibica y modela fenémenos

presentes en Optica, especialmente en el oscilador éptico paramétrico. Para mayor

informacién a este respecto vea ([1], [5], [6]) y las referencias alli contenidas.
Especificamente se estudiard el problema de valor inicial

u(0) = ¢ € H*(R), @)

{z’ut—i-%um—l—\u|2u+(i—a)u—71}:0 reRteR
donde a € R y v € R. Con el fin de tratar el buen planteamiento de (2), se
usara una ecuacién integral equivalente y el teorema del punto fijo de Banach,
lo cual permitira obtener el buen planteamiento local en H*(R), para s > 1/2.
Posteriormente se probara que dicho problema es globalmente bien planteado en
HY(R).

Siguiendo las ideas de Kenig-Ponce-Vega ([4]) se probard que este problema
es localmente bien planteado en L?(R), y a partir de una estimativa a priori se
probard que este problema es globalmente bien planteado en L?(R).

2. La ecuacién lineal en H®, s >

N | =

En esta seccion, se analizara el problema de Cauchy asociado a la parte lineal de
la ecuacién (1) tanto en el caso peridédico como en el no periédico. Es decir, se
considerara el problema de valor inicial

i02u
U =
t 2 )
u(0) = € H°, (3)

donde, x € R o x € T, cuya solucién viene dada por
u(t) = V(typ = (e71€°3) = ety (4)

En lo que resta de esta seccién, el articulo se dedica a tratar con el caso no
periédico pues el caso periddico es semejante, salvo por pequenas modificaciones.

Teorema 1 La aplicacion t € [0,00) — V(t) € B(H?®) es un grupo unitario
fuertemente continuo a un pardmetro.

Demostracion. Este resultado es consecuencia de:
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1. Como,

S 2
vl = [ ey 3 ac = lop?

g a= [ avey

para toda ¢ € H® y toda t € R y por tanto, se concluye que V(t) € B(H?®
y y

y que V es una isometria. Ademads, V es sobreyectiva para todo t € R; en

efecto, si ¢ € H® se tiene que ¢ = 6_21 9: o € H® por tanto
¥ ¥

Vo = o319 ( ‘*t6290>

- [(c55)]

Lo anterior implica que V() es unitario para cada t € R
2. Es claro que V(0) = ¢ para todo ¢ € H®

3.
V(t + w)gp [(t+w(2s>>w
[ —t%ﬁ €_w2£ ¢:|v
= V()[V(w)g]
para todo t, w € R, y toda ¢ € H®
4. Como,
tz iw 92 2 7’Lt 72w 2Av2
|20 —e¥%s| = ey - (9|
—1 A —iw N 2
= || reFes-eeay|
—it +2 —iw2/\v2
|| —eF <y

—iw

(€ o))

+oo
- [ aver d

— 00

< 4fl¢llz,

para todo t, w € R, y toda ¢ € H®, y que tlim <e%“52 — eiéwg) =0, el
—w
Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue permite concluir que

‘ tzal¢_62

Asi que 1, 2, 3 y 4 implican que V es un grupo unitario fuertemente continuo a
un parametro.

2
—0sit— w.
S
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Teorema 2 Sea u dada por (4) es la unica solucion de (3). Es decir, u €
C([0,T); H®) es la inica que satisface:

u(t+ h) —u(t)

i
lim — —92u(t) =0. (5)
h—0 h 2 s—2
Demostracion. Sea t > 0y h > 0. Entonces,
u(t+h) —u(t) i .4 2
— —0zu(t)
h 2 9
. . 2
+oo SN G _ oSG _ie2 .
s_o|€7? p—e2 16° —ie2,
:/ (1+£2> 2 - S0_< 5 €2£t90) dé-
e s— —ig2 G%Ith —1 Z§2 -
= [ eF R T T e de. (©
Como, ‘
—egg% —1 ﬁ — 152
h 12 2

tenemos que (6) es acotado por

w(t + h) — u(t) 2

h

B e [ 4/+m(1+52)32|€2|2l<5|2d€
9w i

s—2 -

2
Como % < N, para alguna N > 0 y V¢ € R la desigualdad anterior se

transforma en

u(t + h) — u(t) 2

h

— LRu(t)| < 4N|lolp @

s—2

ZEh _q
h

por la derecha, gracias al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue,
porque para el limite por la izquierda, se procede andlogamente. La unicidad es
consecuencia de observar que si u es solucién de (3) entonces ||ul|, = ||¢]|,, pues

O ||u||§ = 2Re <i8§u,u>s =0

La desigualdad (7) y }llin}) c + %52 = 0 permite obtener el limite
%

3. El problema local

En esta seccién se tratara el buen planteamiento local para el problema de valor
inicial (1), el cual se describira en la siguiente forma por comodidad.

U = %Qiu + F(u),
u(0) = ¢, (8)
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donde F(u) = i|u|*u — (1 + ia)u — ivu. El siguiente teorema transforma (8) en la
ecuacion integral

u(t) =V(t)p + /0 V(t —7)F(u(r)) dr (9)
en H*"2(R).

Teorema 3 Si s > 1/2 entonces el problema (1) es equivalente a la ecuacion
integral (9). En el siguiente sentido: si u € C ([0, T]; H®) es una solucion de (1),
entonces u satisface (9). Reciprocamente, siu € C ([0, T]; H*(R)) es una solucion
de (9) en H*"2(R), entonces u € C* ([0,T); H*™2) y satisface (1).

Demostracion.

1. Para este anélisis se ha supuesto que u € C([0,7] : H*(R)) es una solucién de
(1) en H*~2, entonces

V(—t)uy — V(—t)%agu — V(—t)F(u),

en H*72(R). Por lo tanto,

d
& (V(~tu) = V(1) F(u),
integrando de 0 a ¢ y observando que V(t) es un operador acotado en H* 2(R)
se tiene,
V(=t)u — V(0)u(0) = /0 V(=) F(u(r)) dr
V(—=t)u — ¢ = /0 V(=7)F(u(r)) dr
V(=t)u=¢ —I—/O V(=7)F(u(r)) dr
luego,

t
u(t) =V(t)p + / V(t — 7)F(u(T)) dr (10)
0
2. Se supondré ahora que u € C([0,T]; H*(R)) es solucién de (8), entonces:

u(t+h) —u(t) %Au(t) — F(u(t))

lim
h—0

= 0.
s—2
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En efecto,

u(t+h)—u(t)
=0 S gty - Fu(n)

o (252

V(t — 1) (% - %A) F(u(r))

0

t+h
+L /1t V(£ + h — 7)F(u(r)) — F(u(t))]s_adr

h

Del teorema (2) se tiene:

V(h) -1 i
If M A —0.
ns0 V(t)( h 2 )SO s—2 0
Falta ver que:
.ot V(h) -1 B
%g% Jo [Vt —1) ( b 2A) F(u(r)) . dr =0
' t+h
lim & [TV 4 B = 1) F(u(r) = F(u(t))||s-2 dr =0

Obsérvese lo siguiente (11)
Hw —7) (% - %A) Flu(r))
e e

- /Oo ey

ez )
+ =&

s—2

— 5 T3 |F(u(r))|?d¢

N J/

Analizando (i) se tiene:

—i 2 i
ez he” 1 7
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Entonces
- 2
ez he —1 U2 Lo 122 212
T+§€ §(§€ +§€) <CA+¢)
Luego, (13)
< [ aseyon+ eI e
¢ [+ e@IFum)P i
= C||F(u(r))|?
y como
5&h _ ;
Jin | 5 =0

Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene que:
V(h)—1 1
HV@—T)(J%%—-—%A>F@ﬁ»

Ahora se tiene que (12):

—0,sih—0
s—2

t+h
%A' V(t+ h — 7)F(u(r)) — F(u(t)) dr

s—2

1 t+h
< [ IV R =) Futr) = Fu(t)] s dr

para algin 7 € [t,t + h], la continuidad y el teorema del valor medio para
integrales aplicados a la funciéon continua

lim =0

h—0

t+h
T%Lﬁ V(t+h—7)F(u(r)) dr — F(u(t))

s—2

A continuacion se establece un resultado que es importante en la prueba del buen
planteamiento local.

Lema 4 Siu, v e C([0,T]; H*(R)) con s > 1/2 entonces

[1E(uw) = F ()]s < L({ulls, [[olls)[lw =[5

donde F es dado como en (8) y L es un polinomio homogéneo de grado 2.
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Demostracion. Como,
F(u) — F(v) = i|ul*u — (1 4 ia)u — iy — (i|v|*v — (1 + ia)v — iya)
= i(Jul*u — |v[*v) — (1 +ia)(u — v) — iv(T ~ D),
la desigualdad triangular implica que
1 (u) = F(0)lls = [Jilul*u — [v]*v) = (1 + ia)(u - v) — iv(@ - )],
< lJul*u = ool +1 +idalu = v]ls + ylllT = vlls  (14)

~~
%

La identidad
F12f =gl =fPP(f —9) + Fg(f — 9) + 4*(f — 9)
y el hecho de ser H*(R) un algebra de Banach para s > % transforma (7) en:
lul*u = [v]v]ls < [[Juf?(u —0)|[s + [[@o(u = v)|s + [|v* (@ - D)5
< ull3llu = vlls + lalls[lvollslu = vlls + ol —olls — (15)
< Nl e = vlls + ullslolls[le = vlls + ol 2llu =]
< lu = vlls (el + Jullsl[olls +lvll3)

Por lo tanto (14) y (15) implican el resultado con

3 .
(300l + ol + 1+ il + 1) = Ll ol

y se tiene entonces que
1 (w) = F(o)|ls < L{Julls, [lvlls)[[e = vlls

Teorema 5 Sean ¢ € H®, donde s > 1/2. Entonces, existen Ts = T(||¢||s) > 0
yu € C([0,Ts]; H*(R)) satisfaciendo la ecuacion integral (10).

Demostracion. Sean M, T > 0. Consideremos el espacio métrico completo defini-
do por

< M,Vt e [0,T]}, (16)

S

X,(T) = {u € C(0,T); H*) : Hu(t) . L

dotado de la métrica d(u,v) = sup |Ju(t) —v(t)]|, = ||u — v||oo,s ¥ la aplicacién
t€[0,T]
t
U(u(t)) =V(t)p + / V(t —7)F(u(r))dr (17)
0

Una parte esencial de la prueba es probar que existe T' > 0 tal que ¥ aplica
Xs(T) en si mismo y es una contraccién. Por tal razén se ha dividido la prueba
en varias etapas, a saber:
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i. Pu e C([0,T]; H?) si u € X5(T). En efecto, esto es consecuencia de aplicar
la norma de H® a ¥(u(t + h)) — ¥(u(t)), usar (17), posteriormente aplicar la
desigualdad triangular, teniendo en cuenta que V es un grupo unitario y que F
aplica H® en si mismo. Finalmente, el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue prueba este hecho. En efecto,

[@u(t + h) = Fu(t)]l,

t+h
V(t—i—h)g&—i—/ V(t+h—7)F(u(r)) dr

/Vt—T)F 7)) dr

H (t+h)—V(t ))go—i—/o (V(t+h—1)=V(t—7))F(u(r)) dr

+ /t+h V(t+h—1)F(u(r)) dr

s

<|[V(Et+h)p—V(t)e|, + H/O V(t+h—7)=V({t—7)]F(u(r)) dr

+ /t+h V(t+h—7)F(u(r)) dr

S

El primer término de la desigualdad va a cero cuando h va a 0 porque V(¢) es un
grupo. Analizando el segundo termino de la desigualdad:

t t+h
/0 Vit+h—7)=V(t—7)]F(u(r)) dr + V(t+h—71)F(u(r)) dr

t

J/ [ J/

A B s

Tomando la parte A:

IVt +h—=7) =Vt =) Fu(r))ll, <[[V(E+h=7)F(u(n))l,
HIV({E =) F(u(n))ll
<2[|F(u(m)ls, s>1/2

Como
lim [[V( +h —7) = V(¢ = 7)] F(u(n))]l, =0

se concluye que

lim / IV(t+h—7) = V(t — )] F(u(r)) dr||, =
Para la parte B, como V es un grupo unitario se tiene:

IV(t+h = 7)F(u(m)ll, < [1F ()],
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como u € X4(7") entonces

[u(T)[l; = llu(T) = V(t)e + V(t)ell, < flu(r) = VE)ell, + [[VE)ell,
<M+ lell, (18)
| [Vt +h—7)F(u(r))ll; < [[F(M + [l
y por lo tanto

t+h
lim |V(t+h—1)F(u(r))dr| ,dr =0

ii. Se tiene que existe 77 > 0 tal que si 0 < T' < Ty y u € X4(T') entonces
U(u(t)) € X5(T). En efecto, de la definicién de X4(T") en (16) y la desigualdad
triangular implican que

() - vl = | [ Vie—rer e dr

)

SAHF@WWSW
;Aumwumw@mm (19)

siu € X4(T) tenemos (18) y (19) se transforma en:

1@ (v(7)) = V(T)ell, < /O L(M + [[o]]s, 0)(M +[ll]5) dr

= LM + [lell, 0)(M + [le]l,)t
< LM + el , 0)(M + [lel[ )T

M
LM + |l 0)(M + lll])
iii. Existe T5 > 0 tal que si 0 < T' < Th, ¥ es una contraccién en X4(7'). En
efecto, se aplica la norma de H® a ¥(u(t))—¥(v(t)), posteriormente la desigualdad
triangular, el lema 4, la definicién de X4(T") en (16) y se usa que V es grupo para
obtener:

!WWW%%WWMhSAHHMW—F@WWMT

Eligiendo T1 = , tenemos lo requerido.

s/o L(Ju()l, , [lo()]|)|Ju(r) — v(7)]|sdT
S/O LM + ||¢ls, M + [|||)[u(r) — v(r)||sdr

t
< LM +[lells, M + ||90||s)/O [lu(r) = v(7)l]sdr

M + [[p]ls, M + [[eo]|s) Td(v, ).Vt € [0, T]

—_ o~

<L
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y escogiendo,
1

(M + lol]ss M + [|o|]s)’

se obtiene que ¥ es una contraccién en X, si 0 < 7' < min{7y, 7>}, de este modo
1, 14, y 144 implican el resultado.

T2<L

Teorema 6 La solucion obtenida en el Teorema (5) es unica y depende conti-
nuamente del dato inicial ¢.

Demostracion. Se supondra que u,v € C([0,T]; H*(IR)) son soluciones de (8) con
datos iniciales v, ¢ respectivamente. Aplicando la norma H® a

u(t) —o(t) = V) (¢ — o) + /0 V(t = 7)[F(u(r)) = F(u(r))] dr,

se usa, la desigualdad triangular, el hecho de ser V(¢) un grupo unitario en H® y
el lema 4, para obtener:

HMﬂ—MﬂMSHWﬂW—¢MyﬁAHV&—ﬂWWU»—F@Umde
snw—mu+é|wwv»—va»mdr
SHw—dh+AIMWMAMhMMﬂ—vUN“h

t
<|[¢ = dlls + L (l|ulloo,s Hv\loo,sZ/O lu(T) = o(7)[ls d7 (20

K

La desigualdad de Gronwall aplicada a (20) implica la unicidad, pues

lu(t) —v(@®)lls < |l — llse™ (21)

La dependencia continua es consecuencia de la continuidad del tiempo de existen-
cia de la solucién de ||¢||s, de (16 ) y de (20) pero con K = L(||¢||s + M, ||¢nl|s +
M), donde ¢, — ¢ en H® y u, en vez de v, donde u,, es la soluciéon de (8)
con dato inicial ¢,. Ademas de observar que para n suficientemente grande
K < L(lplls + M, 1+ [[]ls + M).

Teorema 7 El problema de valor inicial (8) es localmente bien planteado en H*®
para s > 1/2

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata de los teoremas (5), (6)
y el lema (4).

Nota: En el caso periodico, el teorema 7 es el mismo y su prueba es esencialmente
la misma.
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4. El problema global

El objetivo de esta seccién es establecer estimativas apriori de |jul|1, con el
objetivo de obtener el buen planteamiento global de (1) en H!(R). Con esta
claridad, se puede entender:

Lema 8 Sean u, € H'(R) entonces se tiene

[ullo < cllllo
Demostracion. Se tiene que
o o
A 815/ lu(z,t)|? doe = 815/ u(x, t)u(x,t) dz
— 00 — 00

_ / " (e ) a(m D) + ula, g (2 da

— 00

= 2/00 Re(ui(z,t)u(z,t)) de = 2Re /OO ug(z, t)u(x,t) do

— 00 — 0o

= 2Re/ (%um +iulfu — (1 +ia)u — i’yﬂ) u dx

_ 2Re/ tga il ul? — (1 -+ ia)uf? — iy d

— o0

= 2Re {; /_O:o || dx+z‘/_o; lu|*dx — /_O; lul? da
—ia /00 lu|?dx — ivy /OO (w)? dx}

=2Re [— /00 lu|?dx — vy /OO (w)? d:z:}

= —2/oo |u|?*dz — 2Re [z’v /00 (w)? dx}

< —2||ul|3 + 2Re [zfy/ (u)? dw} < —2||ulld +2 "y/ (w)? dx

— 00

< —2lull§ + 2\’7!/ [al* de < =2[Jullg + 2J3][[ull§ < 2(19] = 1)llullg
Luego si v < 1 se obtiene que:

lull§ < llellg

Pues si 0¢||ul|2 < 0 entonces ||ul|?2 < ||¢]|2.
Si > 1 entonces
Oellullg < 2(191 = D)llullg
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Integrando de 0 a ¢
t
lullg = llelld < 2(7] - 1)/0 lu()IIg dr

t
lullg < lll§ + 2(17] = 1)/0 ()5 dr

Por tanto, debido a la desigualdad de Gronwall se puede concluir

luld < llellge™ 1=
Teorema 9 Sia > 0 el problema es globalmente bien puesto en H'(R)

Demostracion. Sea
1
E=1 /qu|2+<1 )|l + yRe(u?)] da

entonces

dE
E + 2aF = CLHUH%A

(€1 EY = ac™ ul
t
2 E() — B(0) = a / 27 ||u(7) |44 dr
0
t
B = EO) +a | T u(r)Le dr
0
t
B(t) = B(0)e=2" +q / e=200=7) ([lu(r) L) dr
0
Si a = 0 entonces E(t) = E(0) y:
1 1
Sl = 3 [Tl 4 (0 P )ul? + e e

-5 (= WP uf? + 1 Be(u?)) do

4 2
+/de—/ﬂdx—z/Re(u2

4 2
< E(0) + |“| L |“| M/|R )| da

iod}
<ﬂm+—/mwm+;m%+ Jul

|7|+1
< E0) + ——lull§ + —HUH‘izx

|’V!+1

< E@0)+ —— 5

~—5—Crllelt + —IIUII‘i4
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Estimando ||ul|}.
4] —
lullzs < [lusllollulo

1 1 1-6
1_9<§_1)+_3_
1

=0+ =
+2

lullzs < lluzllollulls

(ellslo) ( 3l13)

€*[|uz|3
9 @HSOHO

VAN

IN

continuando

|ﬂ+ €

—5—Crllels + 5 a5 +

1
Slluall3 < B(0) + ol

27|

1-—¢ |ﬂ+ 1
(£ ) el < 20) + P2 ol + el

Se escogio € suficientemente pequefio

1 € 1
2 2
y por lo tanto
1 2 v +1 2 1 6
gluallo = EQO) + ——Crllelo + 55 @l

Ahora obsérvese cuando a > 0

1— € _ M—l— 1
(555 ) el < B0+ Lol + ol

2
atQt 6
+Q@Aew“ﬂm)wm

2 t
+ 5 [ e un () dr
2 Jo

2a

Como a > 0, se sabe que e 22(t=7) < 1 e integrando se tiene:

1_62 —2a |7|+1 1
( )MMSE®6“ DLl + g el

2
1 1 — e—2at
+@Q+—7—Mm+—/mxmm
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2
1 24 |7|+1
el < - B + Lol + 518
1 1—e 20t
+@Q+—TJWM+—/wxmm
1 24 |7\+1
& [Boes Bl ool + Lol
a 1_6—2at
L= ) e8] =
b (1415 ) el = ot

Por lo tanto

t
H%%Saw+KAHw@%W

Ahora bien, aplicando Gronwall se tiene que:
lusllf < Clp)e™

Si a < 0 entonces

dE
Y euE <0
dt+a <

dE

9L 9Bt

g < T20E®)

t
E(t) < E(0) + (—2a)/ E(r)dr
0
Aplicando Gronwall se obtiene:

E(t) < E(0)e 2

5. Teoria en L*(R)

En esta seccién se estudia el buen planteamiento global de (1) en L?(R)
Lema 10 Sit # 0, % + % =1y q € [1,2] entonces se tiene que
V(t) = e : LYR) — LP(R)

es continua y
e S
e fllp < CI* a2 £l

Demostracion. Ver [7]

ot
t
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Teorema 11 El grupo {V(t)}2_ .. satisface:

([ 1w dt)l/q < el fll, (22)

q 1/q oo 1/q
dt) <c (/ lg(,t)|l% dt) , (23)
p — 00

</—O; ”/_Z V(t —1)g(-7) dr

Y
oo 00 1/q
|/ vostna <c(["iaeomma) e
— 00 2 —o00
2 1 )
con2<p<ooy—==—— donde c=c(p) es una constante que depende sélo

2
de p. Se usard la notacion

Demostracion. Ver [7].

Teorema 12 Siu € L%(R) existe T = T(||¢llo) > 0 y una tnica solucién u de
la ecuacion integral (10) en [T, T] con

ue O([-T,T]; L*(R)) N L¥([- T, T}; L*(R)) (25)
Ademds, para todo T' < T existe una vecindad V de ¢ en L*(R) tal que
F: Vs C(=T', T} LA(R)) N L8 ([T, T); L*(R)),
& — u(t),

es Lipschitz.

Demostracion. Para esta demostracién, es importante considerar el espacio mé-
trico completo

E(T,b) :{u € C([-T,T), L*(R)) N L¥([-T, T], L*(R)) :

- 1/8
Hulllr = sup |lv(t)]lo + (/ lo(t)lI74 dt) < b}
[_TvT] =T

dotado de la métrica
d(u,v) = [|Ju —v|[|r.

Por tanto obsérvese que si se elige 7' > 0 adecuadamente se obtiene que

W E(T,b) — E(T,b)
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es una contraccion; donde ¥ esta dada por

itd2 tie—r)02
U(u)=e2 ¢ —1—/ ez (i|lul®u+ (1 4 ia)u + iva) dr (26)
0

En efecto,

- 1/8
(/ \|w<u>||i4>
0
T itd2 1/8 T
< / e F ot ]+ /
0 0

8 1/8
dt
L4
T/omagndo en el teorema 11 con p = g = 8 se tiene entonces que p’ = % v

4y
q' = % y por las desigualdades (22) y (24) se obtiene:

( / ' ||w<u>||i4>

t i(t—7)92
/e > F(u(r))dr
0

1/8 .
< llello + H/ V(t — 7)ilul*u dr
0

LALS

C

t
+ /V(t—T)(l—l—ia)u—i-i'yﬂdT
0

LAL3

N

D

Analizando C| se tiene que:

3/4 3/4
|||u\2ur|L4/s=(/ |\ur2u\4/3) :(/ ru|4> “ll @)

Analizando D, sea g(z,7) = (1 + ia)u + ivyu entonces:

t T
/ V(t — 7)1 +ia)u +ivu dr = / V(t —7)g(-,7)X[0,9 dT
0 0

LiL}

AL}
T

<|| [ Xl = rygte7lzsde
0 L§p
T

g/o Ixto.allVE =7)gCm) izl dr

< [ It =g s, o
< [ Iv@vrgt Dl ar

< Cla.) / lg( )y dr

llwllo
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Por lo tanto

. 1/8

(/ ||w<u>||i4> = ()]s
r 7/8

< Jlgllo + ( / (Hu(t)Hig)B”)

T
4 / lu(r)llo dr
0
v

Aplicando Holder a E se obtiene:

377 7/8

( /0 ' lu() 174" dt) B < ( /0 Sy dt> " ( /0 ' HU(T)\@;dT)
( / ' dt) " < / "l df> h
< T2 ( / ' lu(r)I[34 df) B

IN

Luego:

T 3/8 T
1)z < llpllo + T2 (/0 u(r) 5 m) 4 /0 lu(r)llo dr

T
< ol + T2 sg + | utr)lo dr

Entonces, si u € E(T,b) se tiene:

1 () s s. < llello +TY26° +Tb (28)
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Usando (24) y las propiedades del grupo unitario en la expresion (26), se puede
obtener:

T
1@ (w)llo < llello + /0 V(t = 7)ilul*u dr

0

T
+ / V(t—71)(1+ia)u+~udr
0

0

T 7/8 T
§||90||0+(/ (TR d7> + / lu(r)lo dr
0 0

T 7/8 T
S||90||0+(/0 ||u||i‘i/7dr) + / lu(r)llo dr

T
<llpllo+ T 2ulltysg + [ Jur)lo dr

sup [lu(®)]lo < lello + VTlull2aps +T sup [lu(t)]o
1] o [-T.T]

sup |u(t)llo < [lpllo + VT +Tb

)

Por lo tanto,

1@()llzsrs + sup [[u®llo < 2lello + 2VT|[ullfsps +27 sup [fu(®)[lo
[_T7T] T,T]
< 2|j¢llo + 2VTH® + 2T < b
Asi,
& ()lllr < 2l¢llo + 2VTH* +2Tb < b

Si b= 3||¢llo y tomando T > 0 tal que

112 (W)l < 2llello + 2VTBllello)* + 273l ¢llo) < 3llello
2llello + 2T (3llello)* + 273l #llo) < 3llello
2|lello + 54Tl 13 + 6Tl llo < 3llelo
54VT | ell5 + 6Tl ello < llello
54VT ||p||2 + 6T < 1 (29)
54VTgllg + 6T =1 <0

T < —04llelli + V(542 ello + 24
= 12

2 2 4 2
_ (—54||90||o + VGOl + 24)

12
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entonces ¥(u) € E(T,b); por lo tanto la aplicacién ¥ esté bien definida sobre
E(T,b).
Ahora si u, v € E(T,b)
t
(& (u)—¥(v))(t) :/ V(t—7)[(i|u)?*ut(1+ia)utiva) —(ilv]*v+(1+ia)v+ivo)] dr
0

entonces
1/8

( / @) - ww»wui)
< ( [

— (iJv*v + (1 + ia)v + iyv) dr

/0 V(t —7)(i|ul?u + (1 +ia)u + iva) (30)

8 1/8
dt)
L3
t
| v =iduu - oPo)
0

+(1 +ia)(u—v) +iy(u—70) dTHLgLsT

IN

T
< / V(t — 7)(iul*u — i|v|*v) dr
0 LALS,
F
T
+ / V(t —7)(1+ia)(u—v)+iy(u—7) dr
’ L3LE

G

Analizando F' se tiene que:

2 2ol < [l o, llulld vl 5
Nul"u = fol"lla < flu—vlla { flullz + == + == + ol

3 3
< = ol (31l + 1012
3 2 2
= 2 (e + 20) = vl

Luego

T
/ V(t — 7)(i|ul*u — i|v|*v) dr
0

LiL8,

5 T 7/8
8/7 8/7
s(§ |+ ) ||u—v||/4>
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Por otro lado, aplicando Hoélder se tiene que:
g 8 1/4 g 8 1/4 g 8 1/8
<0 [l an't s+ [ (olgaan® b [ (= vl a
r 1/8
<OVIW [ (Ju- ol d
0

Analizando G, Sea h(z,t) = (1 +ia)(u — v) + iy(u — v) entonces:

/O V(t — 7)[(1 +ia)(u — v) + ir(T — )] dr

LiL3

LiLE

t

/ V(t — 7)h(- T)xjo dr
0
T

<

/ X0 IV(t = TR, 7z dr
0

Ly
T

< [ Ioall¥te = Dbl o
OT

< [ IV =g, e
T

< [ IVOVEDRE Dy dr
OT

< [ Iy ar

:/0 |(1+ia)(u—v) +iy(u —v)|o dr

< [ 16+ =l + [ lin@=o)lo dr

T
< (L +ial + m)/ lu = wllo dr
0

Por lo tanto
1/8

T
(/0 ¥ (u) — W(v)|!§4) = [[¥(u) =¥ (v)|Lars
2 T 8 1/8 . T
<OVTO | (lu—oll}e de)" + (1 +ial+ ) [ flu—vlo dr
0 0
< CVT|||u—vl[| + CT|[|u — v|]]

Combinando (24) y las propiedades de un grupo unitario se observa que:

sup 1(# (w) = 2())(B)lo < (CVT + CT)|||Ju— o]
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Finalmente, por medio de la escogencia de b, de la desigualdad (29) se concluye
que:

CVTH < CVT|g2 < 1

Asi,
—4
T =~ |lollg

Se ha probado la existencia, unicidad y regularidad de la solucién de la ecuacién
(9). Para probar la continuidad de ¥(u) = ¥(p) con respecto a ¢, es importante
observar que si u, v son las soluciones de (9) correspondientes a los datos ¢, ¢
entonces

itd2 i(t—7)02

u(t) —v(t) =e 2 (o — @) +/O ez (ilulPu+ (1 +ia)u + iva) dr

y asi con el mismo argumento usando en (30) se tiene que

1/8

(/0 lut) — v ()], dt) < Clig = ol + EVT(lellg + l1l15)

En consecuencia, si ||¢ — ¢||o es suficientemente pequeno, entonces

- 1/8
(/ lu(t) - v, dt) < Kl - llo

En forma andloga también se puede probar que

sup [lu(t) = v(t)]lo < Kl = llo
[0,T]

lo cual completa la prueba del teorema.

Teorema 13 Siug € L? entonces (1) es globalmente bien planteado.
Demostracion. Es consecuencia del teorema anterior y de ||ullo < ||¢]|o-

Este tipo de resultado en el caso periddico no fue posible obtenerlo con este tipo

de técnica, pues no tiene estimativas del tipo L, L.
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