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Resumen En este trabajo se muestra la aplicacién del teorema Pi de
Buckingham para obtener pardmetros adimensionales en el proceso de
adimensionalizar una ecuacién y una consecuencia de esto para el ca-
so particular de un amortiguador elastico conectado al parachoques de
un automévil en la bisqueda de valores éptimos para las constantes
de elasticidad del resorte k y de atenuacién del amortiguador c. Pro-
blema estudiado por el ingeniero D. A. Peters en su articulo Optimum
Spring-Damper Design for Mass Impact[1]. Por claridad con el lector nos
permitimos expandir algunos de los calculos propuestos en la mencionada
publicacién y el uso del lenguaje de programacién C++ para implementar
el método de Newton-Raphson. Finalmente se muestra el instrumento
virtual Labview 8.5 que se construyé para el sistema con el objetivo de
obtener los mejores valores de k y c.

Abstract This work shows an application of Buckingham Pi theorem
to obtain dimensionless parameters from a differential equation used
to model an elastic damper system attached to the bumper of a car.
Although the original problem was studied by D. A. Peters in his article
Optimum Spring-Damper Design for Mass Impact [1], we present to the
reader expanded calculations, and computational tools such as C++ and
Labview 8.5 are used to obtain optimal values for the spring constant k,
and the damping constant ¢ of the system as a function of the impact
speed, mass vehicle and expected displacement of the bumper.
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1. Introduccion

Como agente fundamental en el desarrollo de una sociedad el automévil es uno
de los mayores aportes de la ingenieria. Su papel es vital desde el punto de vista
econémico y cultural debido a la siempre creciente necesidad de un transporte
rapido, seguro, confortable, econémico y masivo.

El avance tecnoldgico, el descubrimiento de nuevos materiales y las exigencias
de altos estandares de calidad en seguridad, confort y desempeno impactan
directamente muchos aspectos de la industria automotriz, lo que hace primordial
el continuo estudio e investigacién para lograr mejoras en estos aspectos. Pero
la seguridad, confort y eficiencia dependen en gran medida de los sistemas de
amortiguamiento. El profesor D. A. Peters en su articulo Optimum Spring-Damper
Design for Mass Impact[1] optimiza los pardmetros del resorte y amortiguador
de un automovil, resolviendo la ecuacién diferencial asociada a este sistema para
el caso de pequenos impactos.

2. Descripcién del modelo amortiguador-elastico

El principal objetivo del modelo amortiguador-elastico en el parachoques de un
automovil, figura 1, radica en que al momento del choque frontal la fuerza maxima
del impacto sobre el vehiculo se atentie lo maximo posible para un valor minimo
del desplazamiento del parachoques, es decir lograr que una porcion significativa
de la energia liberada en el choque sea disipada en el amortiguador-elastico, lo
que permite que el vehiculo sufra menos dafios en su estructura protegiendo la
integridad de los ocupantes.

— W

Figura 1. Modelo fisico del amortiguador elastico.

El modelo matematico que se obtiene al aplicar las leyes de la mecanica
al problema fisico planteado es una ecuacién diferencial de segundo orden con
coeficientes indeterminados k y ¢, relacionados con la elasticidad del resorte y el
coeficiente de friccién del amortiguador respectivamente.

d27.’);‘+£d7x+£x_ (1)
dt2  mdt m~

Las condiciones iniciales del problema son:
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e En el momento del impacto (t = 0), el parachoques se encuentra en su
posicién de equilibrio z = 0.

e En el momento del impacto (¢t = 0), la velocidad del cuerpo que choca es
do|
dt lt=0 — “0*

Bajo estas condiciones el objetivo[l] es determinar los pardmetros x y ¢ que
permiten que el valor médximo de F' sea un minimo para un desplazamiento x,,
del parachoques lo mas pequeno posible.

2.1. Teorema PI de Buckingham

Como todos los términos de una ecuacion fisica son dimensionalmente homogéneos,
es decir todos tiene la misma dimensién fisica, es posible dividir cada uno por
las cantidades apropiadas para obtener una ecuacién adimensional y para este
caso particular con la ventaja que el nimero de parametros se reduce a sélo
uno, . El proceso anterior genera un conjunto de pardmetros adimensionales
conocidos como los Pi’s del problemal[2][3] y se pueden obtener de forma metédica
haciendo uso del teorema Pi de Buckingham de amplia aplicacién en ingenieria y
ciencias[4][5].

“El teorema Pi de Buckingham! [3] establece que dadas qi,q2,-..,qn, N
variables involucradas en un problema particular, debe existir una relacién
funcional de la forma:

f(QI7q2a"',Q7l):0o (2)

Entonces, siempre se pueden combinar estas n variables para formar exactamente
n — j variables adimensionales independientes, donde j es el rango de la matriz
dimensional[3]. Cada pardmetro adimensional es llamado un “ntimero IT”. Asi la
ecuacion (2) puede ser escrita como la relacién funcional:

¢(Iy, I3, ..., II,,_j) = 0. (3)

Se puede verificar rapidamente que estos parametros adimensionales no son
tnicos. Sin embargo, (n — j) de ellos son independientes y forman un conjunto
completo[3].

Para implementarlo se proponen los siguientes pasos|[2][3]: Realizar un lista de
las variables dindamicas del problema. Este niimero se designa como n. Listar las
dimensiones fundamentales necesarias para describir las n variables dindmicas.
A este nimero de variables fundamentales se denota con j. Del conjunto de n
variables dindmicas se escogen j de ellas, que van a reemplazar las j unidades
fundamentales. Las j nuevas variables dinamicas, se consideran como las nuevas
fundamentales del problema a tratar. Quedan otras n — j variables dindmicas,
las cuales se podrian expresar en funcién de las j nuevas variables fundamentales.
El procedimiento a seguir consiste en hallar un pardmetro adimensional asociado
a cada una de las n — j variables dindmicas, el cual se conoce como II;. Para ello

! Tomado textualmente de [4]
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se define estos I1; de la siguiente forma:

J
Hi:VDiHVI?,’;, con: i =1,2,...n—j. (4)
k=1

Donde Vp son las variables dindmicas y Vr son las variables dindmicas que hacen
las veces de variables fundamentales, y los aj se escogen de tal forma que II; sea
adimensional. Finalmente se puede establecer una relaciéon entre los I1;, de la
forma:

I = f(Ils, I3, ..., II,,_;)." (5)

Para ver una aplicacion relacionada con la fisica nuclear revisar[4][5].
Al aplicar el teorema Pi al problema del articulo:

Variables dinamicas presentes en el problema

La masa del objeto: m.

Constante de elasticidad del resorte: .
Coeficiente de disipacion del amortiguador: c.
Desplazamiento de la masa: x.

Velocidad con que se aproxima la masa: v.
Fuerza sobre la masa: F'.

Tiempo en que ocurre el evento: t.

No otk N

Numero de variables dinamicas: n = 7.

Magnitudes fundamentales relevantes en el problema

1. Masa: M.
2. Longitud: L.
3. Tiempo: T'.

Nimero de magnitudes fundamentales: j = 3.

Aplicacion del Teorema IT

De acuerdo al teorema II el nimero de parametros adimensionales a buscar es:
m=mn—7j =7—3 = 4. Se propone reemplazar m, £ y v en término de las
magnitudes fundamentales y por lo tanto:

nm —
I, — F,
s — t,
i, — ec
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2.2. Calculo de II,
II; es el parametro adimensional relacionado con el desplazamiento, asi:
I, = x-m®- kb 0° (6)

descomponiendo cada variable dindmica en sus correspondientes magnitudes
fundamentales:

. (M\" [L\° . MY Le
=i (M) (2) a2

agrupando:
Hl _ L1+c . Maer . T72bfc.

Garantizar adimensionalidad implica que:

1+c¢=0,
a+b=0,
—2b—c=0,
que al solucionar lleva a:
c=—1,
1
4= ——
2’
1
b= —.
2

Reemplazando en la ecuacion (6), se obtiene:

I =z m~1/2 . 12, vl
asi:
T K
I, =— -/ —.
v m

Para valores tipicos de  y v y considerando que w = /k/m, finalmente:

Ty

I =

(7)

Vo

Calcular los otros II es repetir el procedimiento anterior, por lo tanto sélo se dira
que cada uno de estos Pi’s corresponde a una magnitud relevante del problema
respectivamente. De especial importancia para este problema son los tres primeros
II’s, que se relacionan con variables que cambian en el tiempo y el tiempo mismo.
Para reescribir la ecuacién (1) con el fin que quede adimensional, se renombran
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los II’s de tal forma que la notacién parezca maéas natural, asi::

w

I =—x=z,
Vo
I, =wt =,
Fx,, _ 8
iy = Fom )
mug
c
I, = =¢,

2/km

En esta nueva notacién: z juega el papel de z, el desplazamiento, pero sin
dimensiones, 7 el del tiempo t y F el de la fuerza.

3. Adimensionalizacién de la ecuacién de movimiento

Aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta las relaciones funcionales
dadas en la ecuacién (8), se calcula:

0z 0z Oxr Ot

or " ox 9t or
al calcular las derivadas se llega a:
* w .1 T
2= —r— = —,
Vo W Vo
por lo tanto:
T = Uoz‘, (9)

Para calcular la segunda derivada se debe tener en cuenta que z depende de
% (ecuacién 9) y esta depende del tiempo ¢ y por las relaciones funcionales de la
ecuacion (8) el tiempo depende de 7, asi:

9z 0z 9% Ot

—_— = — — s — = Z
or 01 ot Ot ’
derivando: .
z = —Tr— = _—,
Vo W wWYg

por lo tanto:

i=wuz. (10)

Despejando z la primera ecuacién de (8), obtiene:

Vo
== 11
v=—z (11)

y reemplazando (11), (9) y (10) en la ecuacién (1), lleva a:

*k C x Vo
wugz + —z+wr—z= 0,
m w

14
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que después de cancelar queda:
*k C x
w2z + —z24+wz=0,
m
dividiendo entre w, se obtiene:
sk C x
z24+—z+2=0,
mw
y reemplazando w por \/k/m, la ecuacidén anterior se transforma en:

vyt
VKM

note que al multiplicar y dividir el segundo término aparece de forma natural
11, asi:

Z—i—z:O,

425 +2=0, (12)

que es la equivalente adimensional a la ecuacién dindmica del problema (ecuacién
1), que ademds tiene la ventaja de tener un sélo pardmetro[l]. Se puede verificar
muy rapido que las condiciones iniciales son:

(13)

4. Solucién y analisis

Para resolver la ecuacién 12 se aplican los procedimientos tradicionales que se
ensenan en los cursos de ecuaciones diferenciales. Asi, la ecuacién de indices de
(12) es:

r? 4 2r +1=0,

NGRS (14

con solucién:

y se diferencian tres casos:

1. Si &€ < 1, entonces: r = —& +i4/1 — £2.

2. Si € =1, entonces: r = —¢.

3. Si &> 1, entonces: r = —€ £ /&2 — 1.

Caso 1: Exponenciales complejos

Con £ < 1 la solucién de la ecuacion 12 es:
A7) = ale(—é—i-i\/l—&?)r n a2€(—§—i\/1—§2>‘r

factorizando,
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usando la identidad de Euler,
2(1)=e oy [cos (ﬂr) + isin (\/@7)}
+e 7ay [cos (WT) — isin (\/@T)} ,
agrupando,
2(1) = e [(al + as) cos (\/@7) +i (a1 — ag)sin (\/QT)} ,
renombrando las constantes:
2(1) = e [Al cos (@7) + 1Ay sin (@7)} ,
para que se cumpla la condicién z(0) = 0 es claro que A; debe ser cero, por lo
tanto:
2(1) = iAye 5 sin (WT) ,
para encontrar el valor de Ay, se hace uso de la condicién inicial 2(0) =1, asi:
2(0) = iA, [—56_57 sin (ﬂr) + e cos (\/1 - §2T> V1-— 52]
=idy/1-€ =1,

despejando,

7=0

1

iv/1— &2

Ay =
reemplazando en la solucién:

1
z(1) = = = e ¢ sin (\/ 1— 527) , (15)
Caso 2
Con £ =1 la solucién de la ecuacion 12 es:

2(7) = a1e” + agTe 87,

en la cual es inmediato que a; = 0 si se desea asegurar que z(0) = 0, luego la

solucién se reduce a:

2(7) = agTe™,

derivando, evaluando en 7 = 0 e igualando a 1,

2(0) = as (6_57 - 756_57)’720 =as =1,
que concluye inmediatamente que:
as = 1,

reemplazando en la solucién:

2(1) = 1757, (16)

16
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caso 3

Con £ > 1 la solucién de la ecuacion 12 es:

z(1) = ale(_f+\/§27_1)r + age(_g_\/ﬁ)T,

factorizando:
e
el lector puede comprobar que cambiando a; = Al;A"‘ y ag = Al;AQ, la solucién

se puede reescribir como:

2(1) = e [Al cosh (\/527—17') + Ay sinh (\/527—17)}
para asegurar que se cumpla que z(0) = 0 se debe tomar A; = 0, luego:
2(7) = Aze™57 sinh (\/52 — 17') ,
el valor de Aj se obtiene al hacer z(0) = 1, asi:

2(0) = A, {—56757— sinh (\/{2 - 17’) + e~ cosh (\/52 — 17') N 1] ‘
= A/ -1=1,

luego:

7=0

1

AQZﬁ.

reemplazando en la solucion,

z(1) = \/5217_16_57— sinh (\/52 - 17') . (17)

Al graficar las soluciones tomando para ello tres valores dentro de cada
intervalo, se puede observar el siguiente comportamiento,

« El pico de la curva verde (£, = 1) es fijo y tiene un valor entre 0.3 y 0.4.

« El pico de la curva azul (§, = 1.5 > 1) es inferior al de la curva verde y
tiende al valor de la verde (z, — 2,) cuando &, — 17.

o El pico de la curva roja (¢ = 0.5 < 1) es superior al de la curva verde y
tiende al valor de la verde (z, — z,) cuando &. — 1.

De lo anterior se concluye directamente que el maximo de z se consigue
cuando £ < 1 y la solucién del problema es la ecuacién 15. Para encontrar este
valor méximo se toma la derivada de la solucién (ecuacién 15) y se iguala a cero.
En detalle:

@,
dr

17
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es decir:
d

m(ﬂe

L oeiin (WTD o0,

derivando,

1
es cero lo que esta dentro del paréntesis rectangular, asi:
—&e™5 sin (@T) + /1 — €277 cos (\/@7) =0,
factorizando el exponente y resolviendo,

—Esin (\/@7) + /1= €2 cos (\/1 —527) =0,

lo que lleva a:

[*&6757— sin <MT) +e ¢ cos (\/1 — 527) V1-— {2] =0,

sin ( 1- 5%) Ji-¢&

cos( 1 —527) &

y por lo tanto:

tan (VI—€7) = Vlgﬁ 7 (18)

0 mejor:

V1—&7r =tan"! <V1€52> . (19)

18
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Jie

Figura 2. Tridngulo que se construye a partir de la ecuacién (18).

De acuerdo a la ecuacion (18), los lados del tridngulo que sugiere la tangente
permiten deducir que la hipotenusa es 1, ver figura (2),

temporalmente se llamard 6 a /1 — £27. De acuerdo al dibujo se puede
verificar que:

1_ ¢2
sinﬁzig, por lo tanto 0 = /1 — €27 =sin™1 /1 — £2,

1
asi mismo,
cosf = %, por lo tanto 0 = /1 — €27 = cos™ ' €,

y por lo tanto son vélidas las siguientes relaciones:

V1= = tan™! <\/1€_7£2> = sin”! (\/@) = cos™ " (§),

asi el tiempo en que z alcanza su valor maximo es:

1 V1 —&2
——tan ! vi-& =Ty, (20)
V1—£2

que es particularmente 1til escribirlo como:

Tp = \/11752 sin~! (m) : (21)

Reemplazando este tiempo en la ecuacién (15),

2(1p) = \/11_752&” sin ( 1— §2¢11_7§2 sin (W)) ,

T =

cancelando se llega finalmente a:

2(7f) = 2 = 7577 (22)

19
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La fuerza normalizada se obtiene de la ecuacién (12),
F=-%=27%+2,
0 mejor:
F=—2% =2m (25*5 + z) . (23)

Antes de continuar se debe recordar que £ estd restringido a valores entre [0
y 1].

Optimizando &

La ecuacién (23) permite encontrar el mayor valor de la fuerza para cualquier
0 < & <1y de todos estos valores interesa el minimo. De acuerdo al problema
este valor maximo de F estd en el intervalo de tiempo (normalizado) 7 = 0
y T = Ty, al inicio y final del recorrido de la masa. Entonces, en algiin punto
intermedio (7 = 7,,,) se cumple que:
dF
dr

se debe recordar que las condiciones iniciales a la que se estd sometido el sistema,

0,

son: z(0) = 0y z(0) = 1 y por consiguiente al final de recorrido: z(7f) = 2z ¥

X
z(t¢) = 0.
Para calcular la fuerza en estos valores extremos, se hara uso de la ecuacion

(23), asi:

Al inicio del recorrido (7 = 0),

F(0) = 2, (252(0) + 2(0)) = 2 (2614 0) = 262,

o Al final del recorrido (7 = 7y¢),

F(ry) = 2m (263(77) + 2(77) ) = 2 (26 0+ 2) = 22,

El mayor valor de la fuerza dentro del recorrido se encuentra calculando el
tiempo 7,, (0 < 7, < 7f) para el cual esta toma un valor méximo, y por lo tanto:

dF  _
i 7
dr ’
a partir de (23), lo anterior queda:
F* =z (Z + 25"5‘) —0, (24)

derivando (15)
1

2(7’) = 7@ [*56757— sin (\/@7) +4/1 — €27 cos (\/@T)}
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distribuyendo,

(r) = _gw%esf sin (VI—€r) +e s (Viogr).  (29)

Para facilitar el calculo de la segunda derivada, la ecuacién anterior se reescribe

como: .
2(1) = =€z + e %" cos (\/1 — 527') ,
ahora se procede a calcular la segunda derivada, entonces:
Z(1) = =€z — €77 cos (\/1 — 527') — /1 - €2 sin (\/ 1- 527)

se amplifica el segundo término, luego:

fZ*(T) = 752 — 56*57 Ccos (\/@7—) _ (1 _ 52) 11_52657 sin (\/@7) ’

que gracias a (15) se puede reescribir como:
T(r) = —€z — e cos (\/@7) —(1-8%) 2, (26)
reemplazando (25) y (26) en (24),
Zm K—fz + e ¢ cos <MT)>
+ 2¢ (—52 — e 57 cos (WT) — (1 — 52) z)] =0,
distribuyendo,
Zm {—ﬁz +e ¢ cos (WT)
— 2{2; —2¢%2e7¢ cos (ﬂT) — 28z — 2522} =0
agrupando los términos con coseno,
Zm [—fz + (1 - 252) e ¢ cos (WT) — 2{22 — 28z — 2522} =0
agrupando para factorizar por agrupacién,
m {—2§z +(1-262) e ¢ cos (\/@7) —26%% — g2 (1 252)} -0,
volviendo a factorizar,

Zm [—252 + (1 — 252) [—fz + e cos (\/Q’T)} — 2522} =0,

lo que esté dentro del paréntesis cuadrado interno es z (ecuacién 25), por lo
tanto,

P [7252 +(1-2e2) 5 2522] —0,
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distribuyendo y sumando términos semejantes,,
o [—zgz 592k 2522} —0,
ya que z,, 1o es cero, entonces:
262+ (1-4€%) 2 =0,

reemplazando z y %, ecuaciones (15) y (25) respectivamente,

2% (\/117526—57 sin (\/@TD — (1 4¢?)

T

los exponentes se cancelan, distribuyendo, agrupando y factorizando se llega a:

(5(3-—4€2>> sin (VI=€7) = (1 - 4¢%) cos (V= 7).,

1-¢

transponiendo algunos factores,

sin(VI—€7) 128 (1-4¢2)

cos (\/@7) a 5(3_452) ,

luego,

V1—€2(1-4€?)
2-) —
tan (\/ 1-¢ 7') Goam (27)
ecuacién que permite despejar el tiempo (7,,,) en el cual la fuerza alcanza su valor
méximo dentro del recorrido. Con la ecuacién (27) se construye el tridngulo que
se muestra en la figura (3), llamando por comodidad € al éngulo:

Note que en el tridngulo la hipotenusa es 1 y esto permite las siguientes
relaciones:

V1—€7 =tan™! [\/@ (1- 462)]

£(3-48)
= sin™! [V =€ (1-46%)] = cos™" [¢ (3 4¢2)].

Asi, el tiempo en el que la fuerza alcanza su valor maximo dentro del recorrido,

' mﬁi8m1W18@4ﬁl (29)

(28)

[\
[\
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VI8 (146

(3 4)

Figura 3. Tridngulo que se construye a partir de la ecuacién (27).

y este valor se reemplaza en la ecuacién (23) para encontrar el valor maximo de
la fuerza, asi:

zaz::znl(zgzcnn)4-z(rm)),

reemplazando z y Z, ecuaciones (15) y (25) respectivamente,

F=zm [25 (—fz(Tm) + e cos (\/ 1— §2Tm))

+ \/117526_57—’” sin (mnn)]

reemplazando apropiadamente las relaciones (28),
_ 9¢2
Fpy = e [(125) sin (aﬁ— Al%sml Vi—e(- 4§Z)D
+ 2 cos (3?— Egﬁcosl [5 (3 - 4{2)]”

aplicando las propiedades de cancelacion del seno, lleva a:

— —C T,
Fpy = zme 5,

y por la ecuacién (22), la anterior queda:

—QT —QTm
Fop=eSre7tm,

F, = e85 Hmm), (30)
que corresponde al valor maximo que alcanza la fuerza dentro del recorrido en
funcién de €. La tarea ahora consiste en encontrar para cual valor de & esta fuerza
maxima toma su valor minimo.

Note que la ecuacién (29), restringe atin més los valores de £, por lo tanto:

nggé. (31)

En los valores limites:

[\]
w
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e £=0: A partir de (21) y reemplazando £ por cero, se obtiene:

1 1 {V1=02 T
Tf = ——=tan _— —
V1—0? 0

27

y con (29),

1 L (V1I=02(1-4-0?) m
Tf = ———tan 5 = -,

V102 0-(3-4-02) 2
y de acuerdo a (30), la fuerza es:

Fm = 670(%4»%) =1.

o £ = %: A partir de (21) y reemplazando £ por un medio, se obtiene:

1
1 l—3 2 2
TP = tan™! 1= — tan~! \/5: 3 T

11 3 V3 V3’

y de acuerdo a (30), la fuerza es:

_ 1 27
-1(2+0
F,=¢? (3~/§ ) ~ 0.5463.

Al graficar la ecuacién (30) en funcién de £, ademés de confirmar los valores
extremos de arriba se puede verificar que F),, alcanza el valor minimo cuando &
esta cerca de 0.4. Para encontrar el valor de & que hace minimo la fuerza maxima,
se procede a calcular:

A,
dg§
asi,
de—(Ts+7m)
de vt o
dg§
derivando:

—&(T¢+T d[ g( / ’NL)]
f( f m) —
€ = 07

como el exponente no es cero, entonces lo anterior se reduce a:

_dlE (s + )]

dg =0
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Figura 4. Gréfica de F;, vs £. El valor minimo de F), se encuentra cuando £ =~ 0.4.

aplicando la regla del producto,

d
Tf 4+ Tm +€dfg (7§ +7m) =0,
propiedad lineal,
dry dTm
Tf'i‘Tm"‘rgdié—‘rng—O. (32)

Se debe calcular cada derivada por aparte. Al reemplazar se llega a la ecuacion:

tan™! <\/1€_7€2> +tan~! \/ﬁiéfé)] _4§m: 0, (33)

donde el valor de £ que hace minima la fuerza normalizada se calcula por métodos
numéricos con el algoritmo de Newton-Raphson. Para esto se toma:

f(€) =tan™! <V1_£2> + tan~! l - (- 452)] —4e\/1-¢&2. (34)

£ §(3—4¢7)

se calcula la derivada para finalmente obtener la férmula de iteracién:

_ \/1-€2 1 | /12 (1462
tan™! <§n§ ) +tan~! {5715;455 )} —4&/1 - &2
£n+1 = g’n - _8+8€72L i (35)

N

se toma como valor inicial £ = 0.5 ya que se sabe que £ debe estar cerca de 0.4.
Se implementa el codigo C++:

Método de Newton-Raphson

[N}
ot
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#include<iostream>
#include<cmath>
using namespace std;

double f(double b){

double f;

f = atan(sqrt(1-b*b)/b)+atan(sqrt (1-b*b)* (1-4*b*b)/ (b* (3-4*b*b)) ) -4*bxsqrt (1-b*Db) ;
return f;

}

double fprima(double b){

double f;

f = -1/sqrt(1-b*b) - 3/sqrt(1-b*b) - (4-8*b*b)/sqrt(1-b*Db);
return f;

}

main(){

double b = 0.4; double epsilon = 10.0; double b0 = 0.5;
for(int i = 0; i < 5; i++){

epsilon = abs(b - b0);

cout $<<$ b $<<§ ¢ ?7$<<$ epsilon $<<$ endl;

b0 = b;

b =b - £(b)/fprima(b);

return O;

}
al ejecutar el programa se genera la siguiente tabla:

b=¢ epsilon
0.4 0.1
0.403969  0.00396898
0.403973  3.77263e-06
0.40397275 3.43542e-12
0.40397275 0

Calculo de k y ¢ 6ptimos

Para calcular el valor de la fuerza méaxima primero se deben calcular los valores
de 7 y T, con las ecuaciones (20) y (29) respectivamente, asi:

1 o1 ((VI= 040897275
T p—
I /1= 0403972752 0.40397275

> ~ 1.26254626,

Tm =

t
V10403972752 0.40397275 (3 — 4. 0.403972752)
~ 035334476,

1 . <\/1 —0.403972752 (1 — 4 - 0.403972752)>
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y la fuerza méxima con la ecuacién (30), asi:

Fm — 670.40397275(1.26254626+0.35334476) ~ 052059862

)

y por lo tanto el valor de z,, (ecuacién (22)), es:

2 = 670‘40397275.126254626 ~ 0.6004748.

En la siguiente tabla se resume el valor de los anteriores parametros:

parametro  valor
£ 0.40397275
Tf 1.26254626
Tm 0.35334476
F,, 0.52059862
Zm 0.6004748.

Suponiendo que un obstaculo de 1000 kg se acerque a una rapidez de 8 m/s y
que se estime un desplazamiento maximo del parachoques de 0.04 m, es decir:

Vo = 8 E7
S
Ty = 0.04 m,
m = 1000 kg,
se calcula w, como:
8 = d
W=z - 2 — 0.6004748 - ——— ~ 120.09496 —<
Tm 0.04 m S

y despejando & de la ecuacién w = \/k/m, se obtiene el valor:

d\? N
K=w?-m= <120.09496 m) 1000 kg ~ 14422800 —,
S m

finalmente de la definicién de £ se despeja el valor de ¢, asi:

kg

S .

N
c=26VkKk-m=2-0.40397275 - \/14422800 o 1000 kg ~ 97030.243

Para resumir los tltimos resultados se presenta la siguiente tabla:

pardmetro valor
w 120.09496 24
K 14422800 &,

¢ 97030.243 %2,

Para la solucién de 33 y la obtenciéon de los valores 6ptimos, también se
desarrollé en el instrumento virtual en Labview 8.5, del cual se muestra el panel
frontal en la figura 5 y se aprecian los valores de las constantes x y ¢ para
condiciones iniciales de desplazamiento, masa y velocidad.

[\
N |
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Pragrama para ¢f cdlenlo del pardmetro §

¥ la constante de fuersa K y la constante de amortipaamisnto ¢
Welockdad Tl {mfs) _ % mﬁ“ﬁf e
Is o
O sl aadant i () Constante do Rucza )
To4 §T6012
f",u watosael (k) ' L.zl Parametso sdimessional
a0 ' 0403573

Figura 5. Panel frontal de VI desarrollado para el cdlculo de &, k y c.

5. Conclusion

¢ El teorema Pi de Buckingham es una herramienta adecuada para formalizar la
obtencién de pardmetros adimensionales que permiten la adimensionalizacion
de ecuaciones diferenciales.

¢ Un problema complejo de ecuaciones con varios parametros se simplifican de
algtin modo adimensionalizando la ecuacién dindmica del sistema.

e En el proceso de adimensionalizar ecuaciones diferenciales se obtienen trian-
gulos rectangulos de hipotenusa 1, figuras 2 y 3, que inciden directamente en
la solucién del problema.
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